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Introduction

Ces notes couvrent quelques sujets de base classiques en algebre. Apres
avoir introduit les notions appropriées, chaque sujet est approfondi a travers
un théoreme, ou un petit groupe de théoremes. Chaque fois, ces théoremes
peuvent étre considérés comme le but a atteindre. Ce seront : les appli-
cations classiques du lemme de Zorn; la dualité de Stone; le théoreme de
Krull-Schmidt ; le théoréeme des zéros de Hilbert, 'existence d’équations po-
lynomiales non résolubles par radicaux a partir du degré 5, le 17¢ probleme
de Hilbert. Le chapitre sur les modules a été rédigé en tentant de prendre
pour fil conducteur ce qui peut étre préservé de la théorie de la dimension
en passant des espaces vectoriels aux modules.

Ce recueil est une quatrieme version. Je remercie mon collegue Chris-
tophe Reutenauer de m’avoir signalé plusieurs éléments a corriger. Je remer-
cie d’avance les personnes qui prendront la peine de me signaler les erreurs
de toute nature. J’apprécie aussi tous les commentaires ; ils contribueront a
améliorer les prochaines versions.

Luc Bélair
Automne 2007



Chapitre 1

Le lemme de Zorn

Max Zorn! a mis en évidence 1'utilité d’un principe, maintenant courant
en mathématiques, le lemme de Zorn.

1.1 Chaines dans les ensembles ordonnés

Définition 1.1 Soit (X, >) un ensemble partiellement ordonné.

(1) Une chaine de (X, >) est un sous-ensemble dont tous les éléments sont
comparables.

(2) Une chaine, disons Y, est majorée si il existe xog € X tel que y < xo,
pour tout y € Y.

(3) Un élément maximal de (X,>) est un élément qui n’a pas d’élément
plus grand que lus.

Exemple 1.2 L’ensemble des nombres naturels N est partiellement ordonné
par la relation de divisibilité, x | y <> 3z € N(xz = y). Dans cet ensemble
ordonné, {2" :n > 0} est une chaine. Il n’y a pas d’élément maximal.

Proposition 1.3 (Lemme de Zorn) Soit (X,>) un ensemble partielle-
ment ordonné non vide tel que toute chaine est majorée. Alors (X,>) pos-
séde au moins un élément maximal.

Définition 1.4 On appelle ensemble inductif un ensemble partiellement or-
donné satisfaisant les hypothéses du lemme de Zorn.

"Max Zorn, 1906-1993.
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Le lemme de Zorn est équivalent & ’axiome du choix, qui est indépendant
des axiomes de base de la théorie des ensembles.

Axiome du choix Soit X un ensemble non vide et P*(X) l’ensemble des
parties non vides de X . Alors il existe une application f : P*(X) — X tel
que pour tout Y € P*(X), f(Y)eY.

1.2 Applications du lemme de Zorn

Dans les applications, on essaie de représenter un objet cherché comme
un élément maximal dans un ensemble partiellement ordonné approprié.

(1) Tout espace vectoriel non nul posseéde une base.
On sait en effet qu’une base d’un espace vectoriel est un ensemble linéai-
rement indépendant maximal. Soit V' un espace vectoriel, posons

F={SeP(V):S est linéairement indépendant}.

On a que (F, C) est un ensemble inductif. En effet F est non vide puisqu’un
ensemble formé d’un seul vecteur non nul est linéairement indépendant.
D’autre part, si C' est une chaine de F alors en posant Sy = |JC = {v €
V :3Y € C,v € Y}, on a bien que Sy est un sous-ensemble de V' qui est
linéairement indépendant et qui majore tous les éléments de C. Ainsi on
peut appliquer le lemme de Zorn a (F,C) et on obtient un sous-ensemble
de V linéairement indépendant maximal qui fournit une base.

(2) Tout anneau unitaire posséde un idéal (bilatére) maximal propre.
Soit A un anneau unitaire et posons

F={IeP(A):I1<A et I+ A}

On a que (F, C) est un ensemble inductif. En effet F est non vide puisqu’on
a au moins l'idéal nul (0). D’autre part, si C' est une chaine de F alors en
posant I = JC ={a € A:3I € C,a € I}, on a bien que I est un idéal;
il est propre, sinon 1 € Iy et alors 1 € I pour un certain I € C, mais les
idéaux de la chaine C sont propres; donc Iy # A. Ainsi on peut appliquer
le lemme de Zorn a (F,C) et on obtient I'idéal maximal voulu.
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(3) Toute surjection admet une section.

Soit f : X — Y une surjection, on cherche une fonction g : ¥ — X tel
que fg = idy. Considérons

F={(Z,g): ZCY,g: Z— X et fg=idz}

On vérifie que la relation suivante définit un ordre partiel sur F : (21, g1) <
(Za,g2) ssi Z1 C Zy et gg]Zl = ¢1. On a que (F, <) est un ensemble inductif.
En effet, F est non vide car on peut toujours prendre un singleton Z = {y}
et un élément x tel que f(x) = y et définir un g par g(y) = z. On laisse en
exercice la vérification de la condition sur les chaines. Ainsi on peut appliquer
le lemme de Zorn & (F, <) et obtenir un élément maximal, disons (Zy, go)-
Alors on doit avoir Zyg =Y, sinon soit b € Y \ Zy et a € X tel que f(a) = b,
on peut définir g : Zo U {b} — X par g|,, = go et g(b) = a, de sorte que
(ZoU{b},g) € F et (Zo,g0) < (ZoU{b},g) ce qui contredit la maximalité
de (Zo, go). Ainsi Zy =Y et gy est la section cherchée.

(4) (Théoréme de Zermelo?) Tout ensemble non vide peut étre bien
ordonné.

Soit X un ensemble non vide et considérons
F={ ,<):Y CX et (Y,<) est un bon ordre}

On vérifie que la relation suivante définit un ordre partiel sur F : (Y7, <) <
(Ya, <9) ssi (Y1, <1) est un segment initial de (Y2, <5). On a que (F, <) est un
ensemble inductif. En effet, F est non vide puisqu’on peut prendre un sous-
ensemble fini Y de X . On laisse en exercice la vérification de la condition sur
les chaines. Ainsi on peut appliquer le lemme de Zorn et obtenir un élément
maximal de (F, <), disons (Yp, <p). Alors on doit avoir Yy = X, sinon soit
a € X \ 'Yy alors on obtient un bon ordre sur Yp U {a} en mettant a & la fin
de Yy et dont (Y, <() est un segment initial, ce qui contredit la maximalité
de (Yo, <p). Ainsi Yy = X et <q est le bon ordre cherché.

2Ernst Zermelo, 1871-1953.
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(5) Etant donné deux ensembles X, Y alors il existe ou une injection
X — Y de X dans Y, ou une injection Y — X de Y dans X.

On peut supposer les deux ensembles non vides. Considérons

F ={Ze€P(X xY):Z définit le graphe d’une injection d’une partie de

X dans Y ou vice versa}

On a que (F, C) est un ensemble inductif. En effet F est non vide puisqu’on
peut prendre un couple (z,y) et Z = {(z,y)}. On laisse en exercice la
vérification de la condition sur les chaines. Ainsi on peut appliquer le lemme
de Zorn et obtenir un élément maximal, disons G. Soit A la projection de G
sur X et B celle sur Y, alors on doit avoir A = X ou B =Y. Sinon, disons
x0 € X\ Ayyo € Y\ B, alors GU {(z0,%0)} € F et G C GU{(x0,%0)} ce
qui contredirait la maximalité de GG. Ainsi on a le résultat voulu puisque par
exemple si A = X alors G donne une injection de X dans Y.

Ce dernier exemple assure en particulier que tous les ensembles ont des
cardinalités comparables.

1.3 Zorn, Zermelo, ’axiome du choix et I'induc-
tion

On a montré que le lemme de Zorn entraine le théoréeme de Zermelo.
Par ailleurs, si on a un ensemble non vide X et un bon ordre < sur X on
peut définir la fonction f: P*(X) — X , f(Y) = min< Y, qui est bien telle
que f(Y) € Y. Donc le théoreme de Zermelo entraine & son tour axiome
du choix. Vous aurez a vérifier dans une série d’exercices que l'axiome du
choix entraine le lemme de Zorn. Le lemme de Zorn, le théoréeme de Zermelo
et I’axiome du choix sont donc tous équivalents. Notons qu’on peut voir le
théoréeme de Zermelo comme un principe d’induction. En effet, soit (X, <)
un bon ordre et ¢(x) une propriété telle que ¢(min X) est vrai et aussi telle
que Vz € X (Vy<ap(y) = ¢(x)) (x). Alors on a Vo € Xp(x), car sinon {z €
X : p(x) est faux} est non vide, différent de X et son minimum contredit
la propriété (x) ci-dessus. On peut donc voir le lemme de Zorn comme une
espece de principe d’induction, comme l'indique plusieurs des arguments ci-
dessus qui pourraient étre reformulés en termes de cette induction® & I’aide
du théoreme de Zermelo.

3Ce type d’induction est appelée induction transfinie.
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Plusieurs propriétés sont formellement équivalentes au lemme de Zorn et
a I'axiome du choix?. On peut mentionner le théoreme de Tykhonov® sur le
produit d’espaces compacts, et le théoreme de Hahn-Banach® de I’analyse
fonctionnelle.

“Voir H. Rubin et J.E. Rubin, Equivalents of the aziom of choice I (1963),II (1985).
® Andrei Tykhonov, 1906-1993.
SHans Hahn, 1879-1934, Stefan Banach, 1892-1945.
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Chapitre 2

Catégories et foncteurs

« En un sens métamathématique, notre théorie fournit des concepts gé-
néraux applicables a toutes les branches des mathématiques abstraites,
et contribue ainsi a la tendance actuelle vers un traitement uniforme
des différentes disciplines mathématiques. En particulier, elle fournit
des occasions de comparer les constructions et les isomorphismes qui
interviennent dans différentes branches des mathématiques; de cette
fagon elle peut éventuellement suggérer par analogie de nouveaux ré-
sultats. »

Eilenberg et Maclane, 1945.

2.1 Introduction

Le mythe fondateur de la théorie des catégories est ’article de Eilenberg
et Maclane! de 1945, « General theory of natural equivalences ».

On peut rattacher les notions de catégorie et foncteur a deux idées de
base. La premiere, est celle de passage entre différentes branches des mathé-
matiques. Un premier exemple est le passage de la géométrie a l'algebre a
travers les coordonnées : de cette facon, une question géométrique est trans-
formée en une question algébrique, par exemple résoudre une équation. Un
autre exemple est fourni par la théorie de Galois?, ol cette fois on passe
des corps aux groupes : une question sur des corps est transformée en une
question sur des groupes (les groupes de Galois). Nous aurons l'occasion de

1Samuel Eilenberg, 1913-1998, Saunders Maclane, 1909-2005 ; General theory of natural
equivalences, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 58, 1945, p. 231-294.
2Evariste Galois, 1811-1832.
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revenir sur cet exemple dans un chapitre ultérieur. La seconde idée, est la
considération des applications dans les constructions mathématiques. Ainsi
lorsque, avec deux groupes H, K on construit le groupe produit H x K, il
nous vient en méme temps les homorphismes de projection py ,sur H, et
la propriété remarquable suivante du triplet (H x K, pg,pr) : pour tout
groupe G et homomorphismes h : G — H, g : G — K, il existe un seul
et unique homomorphisme f : G — H x K tel que h = px f et g = puf.
Cette propriété met aussi en évidence le role des applications entre les objets
étudiés.

Nous avons besoin de quelques remarques préliminaires de nature ensem-
bliste. Nous allons distinguer les classes, qui seront des collections d’objets
au sens habituel, des ensembles, qui seront les classes qui appartiennent au
moins a une autre classe. On suppose a priori que les constructions ha-
bituelles ne s’appliquent qu’aux ensembles. Alors, par exemple, la classe,
disons FE, de tous les ensembles n’est pas un ensemble. Car sinon, posons
R={x € E:z ¢ x}, alors R est un ensemble puisqu’il appartient & ’en-
semble des parties de FE, donc R € E . Cependant on vérifie qu’on a alors
R e R«< R ¢ R, ce qui est absurde. On peut voir les ensembles comme
étant de < petites > classes. Ces considérations sont nécessaires a certains
moments lorsqu’on utilise les catégories. Nous n’aurons pas a les utiliser de
facon précise, elles ne seront pour nous qu’une précaution®.

2.2 Catégories

Définition 2.1 Une catégorie, disons C, est la donnée de
(1) Une classe, dont les éléments sont appelés les objets de la catégorie.
On la note Ob(C).

(2) Pour chaque couple d’objets, disons (A, B), une classe, dont les élé-
ments sont appelés les fleches, ou morphismes, de A vers B, tel que des
couples distincts n’ont pas de fleches en commun. On note cette classe
Homp(A, B) et on représente un u € Homp(A, B) par A % B. On
dit que u est une fleche de A vers B.

(3) Pour chaque triplet d’objets, disons (A, B,C), une fonction
Homg (A, B) x Home(B,C) —  Homg(A,C)

(U, ’U) ’—> vu

3Pour une discussion plus précise de ce formalisme de la théorie des ensembles voir,
par exemple, J. D. Monk, Introduction to set theory.
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appelée produit (composition) des fleches. Considérant tous les triplets
d’objets, le produit des fleches a les propriétés suivantes.

(3.1) Associativité. Pour tous triplets de fleches A% B % C 5 D, on
a w(vu) = (wo)u.

(3.2) Eléments neutres. Pour tout objet A il existe e € Homp (A, A)
tel que pour tous objets B,C et tous u € HomC(B,A), v E
Homp(A,C), on aeu=u et ve =0,

On vérifie en utilisant ’associativité qu’il y a une seule fleche « élément
neutre » associé a chaque objet. On I'appelle la fléche unité (identité) de
I’objet, et pour un objet A on la note 14 . La définition évoque les ensembles
et les applications entre les ensembles, et en effet ils fournissent un exemple
de catégorie.

Exemple 2.2 On a la catégorie des ensembles, notée ENS, dont les objets
sont les ensembles, les fleches sont les applications entre les ensembles, la
composition des fleches est la composition habituelle des applications, et les
fléches unités sont données par les applications identités.

Toutefois, cela est trompeur sur le degré de généralité de la notion de
catégorie. Une perspective sans doute un peu plus juste est la fagon plus
abstraite de voir une catégorie, a savoir comme un graphe dont les sommets
sont les objets et les arétes sont les fleches, mais avec des relations sur les
fleches qui sont données par la composition. On exploite d’ailleurs cette
vision géométrique des choses en représentant des configurations de fleches
d’une catégorie a ’aide de diagrammes correspondant au graphe associé
décrit ci-dessus. On dit alors qu’un diagramme commute si tous les chemins
entre deux sommets du diagramme donnent toujours, par composition, des
fleches égales.

Exemple 2.3 Catégories de structures mathématiques.

(1) La catégorie des groupes, notée GR : les objets sont les groupes, les
fleches sont les homomorphismes de groupes, la composition est la
composition habituelle des homomorphismes, les fléches unités sont
les homomorphismes identités.

(2) La catégorie des anneaux, notée AN : les objets sont les anneauz, et
on continue comme en (1).

(3) La catégorie des anneauz unitaires, notée ANN : les objets sont les an-

neaur unitaires etc., mais on prend les homomorphismes qui préserve
1.
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(4) La catégorie des espaces vectoriels sur un corps fixé, disons k, notée
Vi : les objets sont les espaces vectoriels sur k, les fleches sont les
applications linéaires etc.

(5) La catégorie des espaces topologiques, notée TOP : les objets sont les
espaces topologiques, les fleches sont les applications continues etc.
Et ainsi de suite...

Rappelons qu’un préordre sur un ensemble non vide X est une relation
binaire, noté <, qui est réflexive et transitive (il ne manque donc que I’antisy-
métrie pour avoir un ordre partiel) ; on dira qu’on a un ensemble préordonné.
Les ensembles ordonnés sont en particuliers des ensembles préordonnés. La
relation de divisibilité dans un anneau integre fournit d’autres exemples :
ainsi dans Z, avec © <y < x | y (notons qu’ici (z |y &y | ) — = = ty).

Exemple 2.4 Catégories associées aux ensembles préordonnés.

Soit (E,<) un ensemble préordonné. On associe a ce préordre la catégorie
suivante. Les objets sont les éléments de E, on pose Hom(x,y) = {fomy},
sixz <y, et Hom(x,y) = 0, sinon. On vérifie que ces données définissent
bien une catégorie. On la notera E.

On peut remarquer que dans la catégorie E il y a au plus une fleche d’un
objet vers un autre. On note aussi qu’on peut récupérer (F, <) a partir de
E. Ainsi un ensemble préordonné peut étre considéré comme une catégorie.

Exemple 2.5 Catégories associés aux monoides.

Soit (M, e,e) un monoide, ou e est ['opération et e est I’élément neutre. On
associe o ce monoide la catégorie suivante. Il y a un seul objet qui est M
lui-méme. Les fleches sont les éléments de M, la composition des fléches est
donnée par Uopération e et l'unique fleche unité est e. On vérifie que ces
données définissent bien une catégorie. On la notera M.

On peut récupérer le monoide de départ & partir de M. On peut donc
considérer un monoide, en particulier un groupe, comme une catégorie. On
peut vérifier que réciproquement, une catégorie qui possede un seul objet
peut étre identifié & un monoide (au nom, donc, prédestiné!).

Définition 2.6 Une catégorie C est dite une sous-catégorie d’une catégorie
D si on a Ob(C) € Ob(D), pour tous objets A, B de C, Homg(A,B) C
Homp (A, B) et la composition des fleches coincide, et C a les mémes fleches
unités que D.

On écrit C C D pour désigner que C est une sous-catégorie de D.

Exemple 2.7 On a ANN C AN.
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2.3 Isomorphismes, sections, rétractions

Définition 2.8 Soit C une catégorie. Une fleche A 4, B est dite un isomor-
phisme si il existe une fleche B 9 A tel que fg= lg etgf = 14.

Exemple 2.9
(1) Dans ENS, les isomorphismes sont les bijections.
(2) Dans les catégories GR, AN, ANN, Vi, on retrouve les notions habi-

tuelles.
(3) Dans TOP, les isomorphismes sont les homéomorphismes.

(4) Soit (E,<) un ensemble préordonné. Dans la catégorie associé E, x —
y est un isomorphisme si et seulement si x < y&y < x. Par exemple
pour (Z,|), k1 — ko est un isomorphisme ssi ki, ka sont associés.

(5) Soit (M, e,e) un monoide. Dans la catégorie associé M, M = M est
un isomorphisme si et seulement si x est inversible dans M.

Lemme 2.10 La composition de deux isomorphismes donne un isomor-
phisme.

Définition 2.11 Soit C une catégorie. Deux objets sont dits isomorphes si
il existe au moins un isomorphisme entre les deux.

PP ‘ L ‘ . _f
Définition 2.12 Soit C une catégorie. Soit deur fleches A =, B tel que
fg = 1p. On dit alors que g est une section de f, et que f est une rétraction
de g.

Exemple 2.13 Dans ENS on a la situation suivante.

(1) On vérifie que si une application posséde une section alors elle doit
étre surjective. Réciproquement, toute surjection admet une section
(voir chapitre 1).

(2) On vérifie que si une application posséde une rétraction alors elle doit
étre injective. Réciproquement, toute injection non triviale admet une
rétraction. En effet, soit une injection f : A — B, ou A, B sont non
vides. Fizons un ag € A, et soit h : B — A définie par h(b) = f~1(b),
si b appartient a l'image de f, et h(b) = ag, sinon. On a bien hf = 14,
et donc h est bien une rétraction de f.

Ainsi dans ENS, section est essentiellement synonyme d’application
injective et rétraction d’application surjective.
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Exemple 2.14 Dans TOP, considérons Uapplication d’inclusion i : B?> —
R?, du disque unité centré & Uorigine dans le plan. Cette application admet
une rétraction r : R? — B2, comme lindique le dessin de gauche ci-dessous.

Exemple 2.15 FEncore dans TOP, considérons l’application d’inclusion i :
S — R2\ {(0,0)}, du cercle unité centré a lorigine dans le plan privé de
Uorigine. Cette application admet une rétraction r : R?\ {(0,0)} — S,
comme lindique le dessin de droite ci-dessous.

e

Exemple 2.16 Toujours dans TOP, considérons application d’inclusion
i:8 — M, d’un grand cercle dans une bande de Moebius. Cette application
admet une rétraction r : M — S, comme lindique le dessin ci-dessous.

Exemple 2.17 Dans GR, considérons un groupe G , un sous-groupe normal
H de G et la suite d’homomophismes formée de l'inclusion et de ’application
canonique

HLGYG/H

On vérifie que i admet une rétraction (disons r) si et seulement si H est un
facteur direct de G , c’est-a-dire qu’il existe un autre sous-groupe normal L
(a savoir kerr) tel que G = HL et HNL = {e}. On vérifie que v admet une
section (disons s), si et seulement si G est égal au produit semi-direct de
H avec un autre sous-groupe, c’est-a-dire qu’il existe un autre sous-groupe
(peut-étre pas normal) L (a savoir s(G/K)) tel que G = HL et HNL = {e}.
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Exemple 2.18 Encore dans GR, considérons C(T)* le groupe multiplicatif
du corps des fonctions rationnelles sur C, et Z le groupe additif des entiers.
On a ’homomorphisme ordy : C(T)* — Z, qui associe a une fonction ra-
tionnelle l'ordre de 0 comme zéro ou péle, autrement dit ordo(f) =k ssi 0
est un zéro d’ordrek > 0 ou un pole de f d’ordre —k. Cet homomorphisme
admet la section v : Z — C(T)* définie par v(k) = T* : c’est bien un
homomorphisme, TF1Tk2 = TFITk2 et on a bien ordyoy = 1z.

Exemple 2.19 Dans ANN, considérons I’homomorphisme évg : C[T| —
C, qui associe a chaque polynéme sa valeur en 0. Cet homomorphisme admet
la section ¢ : C — CI[T], qui associe a chaque nombre complexe le polynome
constant correspondant. Il est immédiat que v est un homomorphisme et on
a bien évgop = lc.

2.4 Foncteurs

ENous allons maintenant définir les « homomorphismes » de catégories,
c’est-a-dire les foncteurs. Du point de vue des catégories de structures mathé-
matiques, c’est la notion de foncteur qui précise 'idée de passage d’une
discipline mathématique a une autre.

Définition 2.20 Soit C,D deux catégories. Un foncteur, disons F, de C
dans D est la donnée des choses suivantes.

(1) Pour tout A € Ob(C), un objet de D, noté F(A).
(2) Pour toute fleche f € Homp (A1, Az), une fleche de D,

F(f) € HOWD(F(Al), F(AQ))

tel que pour tout objet A et toutes fleches f, g :
(2.1) F(1a) = 1p
(2.2) F(gf) = F(9)F(f).

On écrit habituellement F' : C — D pour désigner que F' est un foncteur
de C dans D. Un foncteur est donc une application a la fois sur les objets et
les fleches, qui envoie les fleches unités sur les fleches unités appropriées et
qui préserve la composition des fleches. On voit qu’'un foncteur transformera
un diagramme de la catégorie de départ en un diagramme semblable de la
catégorie d’arrivée. Puisqu’il préserve la composition des fleches, il transfor-
mera en général un diagramme commutatif en un diagramme commutatif.
L’effet d’un foncteur sur les fleches en constitue la clé.
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Exemple 2.21 Les foncteurs d’inclusion.
L’inclusion d’une sous-catégorie dans une autre est un foncteur.

(1) Le foncteur d’inclusion i : ANN — AN, de la catégorie des anneauz
unitaires dans la catégorie des anneaut.

(2) Celuii: AB — GR de la catégorie des groupes abéliens dans la caté-
gorie des groupes.

(3) Celui i : ENSy — ENS de la catégorie des ensembles finis dans la
catégorie des ensembles.

(4) Le foncteur identité id : C — C d’une catégorie dans elle-méme !

Exemple 2.22 Les foncteurs d’oubli.

(1) Si a chaque groupe on associe l’ensemble sous-jacent et a chaque ho-
morphisme de groupes l'application entre les ensembles sous-jacents,
on vérifie qu’on obtient un foncteur U : GR — ENS. On lappelle fonc-
teur d’oubli, puisqu’en quelque sorte on oublie la structure de groupe
au passage.

Sur le méme modéle on a les foncteurs d’oubli suivants.

(2) ANN — ENS
(3) Vi — ENS
(}) TOP — ENS
(5) ANN — AB
(6) Vi — AB .

Exemple 2.23 Soit (E1,<;), (E2, <5) deux ensembles préordonnés et By, Fy
les catégories associés. Considérons un foncteur F : E1 — Ey. Par lef-
fet sur les fleches on wvoit qu’on doit avoir pour tous x,y € Ei, <1y =
F(z)<yF(y). Ainsi le foncteur F induit une fonction croissante (au sens
large) de Ey dans Es. Réciproqguement, on vérifie qu’une fonction croissante
induit un foncteur.

Exemple 2.24 Soit (M, e,e1),(Ma,e,e3) deux monoides et My, My les
catégories associées. Les foncteurs F' : My — Mo correspondent exactement
aux homomorphismes de monoides de My dans My : F(e1) =eg et F(gf) =

F(g)F(f) !

Rappelons que si G est un groupe alors [G, G| désigne le sous-groupe
engendré par les commutateurs [z,y] = xyz~ly~!
normal et le groupe quotient G/[G, G| est abélien.

, c’est un sous-groupe
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Exemple 2.25 Les groupes rendus abéliens.

A chaque groupe G associons le groupe quotient G/[G,G] . Notons vg I’ap-
plication canonique de G dans G/[G,G] . Si f : G1 — G2 est un homomor-
phisme de groupes alors il existe un unique homomorphisme

[ G1/[G1,G1] — G2/ [Ga, G

tel que vof = fv1. On vérifie que ces correspondances donnent un foncteur

ab: GR — AB, en posant ab(G) = [G,G] et ab(f) = f.

Notons 7T OP, la catégorie des espaces topologiques pointés avec comme
fleches f : (X,2*) — (Y,y*) les applications continues f : X — Y tel que
@) =y"

Exemple 2.26 Le groupe fondamental.

A chaque espace topologique pointé (X, x*) associons le groupe fondamental
T (X, x%). On sait qu’une fonction continue f : X — Y induit un homo-
morphisme

fo im(X,2") = m (Y, f(z7))

tel que id, = id et pour toutes fonctions continues f,q,(gf)s = g«fr. On
obtient donc un foncteur

m : TOP, — GR
en posant 1 (f) = fa.

Si X est un espace topologique et A un sous-espace de X qui en est un
rétracte , c’est-a-dire que l'inclusion i : A — X admet une rétraction, alors
en fixant un point a € A on aura que iy : 7 (A4,a) — 71 (X, a) admet aussi
une rétraction , du seul fait que m; soit un foncteur. On peut en déduire
alors que 71 (X, a) est produit semi-direct de i,(m1(A4,a)) avec ker(ry). Ce
phénomene est utilisé dans le calcul des groupes fondamentaux.

Exemple 2.27 Les anneaux de matrices.

Fizons un entier n > 1 et a chaque anneau unitaire A associons l’anneau
M, (A) des matrices carrées de format n x n. Si f: A — B est un homo-
morphisme d’anneauz unitaires alors on obtient [’application

My(f) - Mn(A) - Mn(B)

qui associe a la matrice [a; ;] la matrice [f(a;;)]. On vérifie que M, (f) est
bien un homomorphisme d’anneaux unitaires et qu’on obtient un foncteur

M, : ANN — ANN
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Les foncteurs se composent de la fagon naturelle. En particulier on peut
parler d’isomorphisme de catégories : un foncteur F' est un isomorphisme
si il existe un foncteur G tel que les compositions F'G et GF donnent les
foncteurs identités. Il se trouve que la notion d’équivalence de catégories,
que nous verrons plus loin, est cependant plus riche.

Un autre élément a 'origine des catégories est la question de donner un
sens précis a I'idée d’isomorphisme « naturel ». La réponse est la notion de
transformation naturelle. Nous ne donnerons qu’'un exemple ici et renvoyons
a l'exercice qui suit pour plus de précision.

Exemple 2.28 Considérons la construction du bidual d’un espace vectoriel.
On peut la présenter par un foncteur ™ : Vi — Vi. On sait que si V' est un
espace vectoriel de dimension finie, V' est isomorphe a son bidual V** par
lisomorphisme qui associe a un vecteur v € V' la fonctionnelle linéaire év(v)
sur V* qui consiste en l’évaluation en v. On dit que cet isomorphisme est na-
turel car il ne dépend pas du choix d’une base de V. Cette idée se traduit en
termes du foncteur bidual ** de la facon suivante, qui plus généralement ex-
plicite comment la construction du bidual est une construction « naturelle ».
Considérons pour chaque espace vectoriel V. € Vi, quelle que soit sa dimen-
ston, Uapplication linéaire ny : V. — V** qui associe ¢ un vecteur v € V la
fonctionnelle d’évaluation en v. Alors pour tout homomorphisme d’espaces
vectoriels f : V. — W on a que nwf = f*nyv . En effet, pour v €'V on a
d’une part ny f(v) = év(f(v)) et d’autre part f**ny(v) = év(v)f*, ot f* est
l’homomorphisme W* — V* de composition avec f. Ainsi pour ¢ € W* on
a

év(v) f*(p) = év(v)(ef) = ¢(f(v))

donc év(v)f* est bien égal a év(f(v)). On peut voir cette relation comme
exprimant un « morphisme » entre le foncteur identité de Vy et le foncteur
bidual **.

EC I
fl L

W
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Exercice 2.29 Transformations naturelles.
Soit F,G : C — D des foncteurs. Une transformation naturelle, disons 1, de
F dans G est la donnée pour chaque objet A € C d’une fleche F(A) ™4 G(A)

dans D, tel que pour toute fleche A 1, B dans C on ait neE(f) =G(f)na .
On wutilise la notationn: F — G .

(1) Vérifiez que le n de l'exemple précédent définit une transformation
naturelle du foncteur identité sur Vi, dans le foncteur bidual **.

(2) Pour chaque groupe G, soit ng : G — G/|G,G] le passage de G a son
quotient par [G,G] . Vérifiez qu’on obtient ainsi une transformation
naturelle du foncteur identité de GR dans le foncteur ab des groupes
rendus abéliens.

(3) Soit F' un foncteur. Vérifiez que 1p : F' — F définie par 1p(A) =
Lp(a) est une transformation naturelle de F dans lui-méme.

(4) Soit F,G,H : C — D des foncteurs, et n : FF — G,v : G — H
des transformation naturelles. Vérifiez que x : F — H définie par
XA = vana est une transformation naturelle.

(5) Soit C, D des catégories et considérons la classe de tous les foncteurs
de C dans D. Vérifiez qu’en utilisant (4) pour définir une composition
de foncteurs on peut faire de tous ces foncteurs une catégorie.

On sait que tout homomorphisme d’espaces vectoriels V' EN W induit
un homomorphisme entre leurs espaces duaux mais dans le sens inverse
w L V*, ou f*(p) = ¢f . Notons qu'on a 1y* = 1y« et (gf)* = f*g* .
On dit alors qu’on a un foncteur contravariant , * : Vi — Vi , en associant
a chaque espace vectoriel V son espace dual V* et a chaque fleche V' 4, w

N
la fleche W* EiN V* . Un foncteur contravariant est donc essentiellement un
foncteur qui renverse le sens des fleches. Pour mettre en évidence le contraste
avec les foncteurs contravariants on appellera quelquefois aussi les foncteurs
déja définis, foncteurs covariants.
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Exemple 2.30

(1) On vérifie qu’on a le foncteur contravariant
P ENS — ENS

défini sur les objets par P(X) = l’ensemble des parties de X et sur les

fleches en associant a une application X EN Y Uapplication P(Y') N
P(X) qui donne l'image réciproque, c’est-a-dire f*(A) = {z € X :
f(z) € A}

2) Soit C une catégorie tel que pour tous objets A, B , Homp(A, B) est
C
un ensemble (par exemple GR ). Fizons un objet A de C. On vérifie
qu’on a le foncteur contravariant

ha:C — ENS

défini sur les objets par ha(B) = Homp (B, A), et sur les fleches en

associant a une fleche B ENYs, Vapplication ha(f) : Homg(C,A) —
Homp (B, A) qui consiste en la composition par f, c’est-a-dire ha(f)(y)
fe-

On définit les transformations naturelles pour les foncteurs contrava-
riants de fagon analogue a ce qu’on a déja pour les foncteurs. Considérons
les foncteurs P et ho, oit 2 = {0,1}, on peut vérifier (exercice 5.2.6) qu'il
existe des transformations naturelles n : P — hog, £ : hg — P telles que
né = 1h2 et {n = 1p; autrement dit P et hg sont isomorphes.

On peut transformer un foncteur contravariant en un foncteur covariant
d’une fagon assez naturelle, en « redressant » les fleches dans la catégorie
d’arrivée. Soit F' : C — D un foncteur contravariant. Nous allons changer
le sens des fleches dans D en définissant la catégorie opposée de D, notée
DP . Les objets de D sont les mémes que ceux de D , pour des objets
A, B on pose Homper(A,B) = Homp(B,A) , les fleches unités sont les
mémes que celles de D et la composition est celle héritée de D . On vérifie
directement qu’on obtient bien une catégorie. On peut maintenant voir le
foncteur /' comme un foncteur covariant ' : C — D . Notons qu’on peut
aussi faire le travail sur la catégorie de départ pour obtenir un foncteur
covariant ' : C? — D .

“Parfois aussi noté f~'[A].
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Exemple 2.31 Soit (E,<) un ensemble préordonné et E la catégorie as-
sociée. On aura une fleche v — y dans E si et seulement si on a la fléche
y — x dans E? . Soit < [’ordre inverse de < sur E, alors E” est la
catégorie associée a (E, <) . On illustre élégamment cette discussion avec
lordre des nombres naturels.

2.5 Equivalences de catégories

Si F': C — D est un isomorphisme de catégories alors F' induit une
bijection au niveau des objets, de Ob(C) sur Ob(D), et aussi au niveau des
fleches. La notion d’équivalence de catégories reflete le fait que ce sont les
fléches qui sont vraiment au coeur de la structure de catégorie.

Définition 2.32 On dit qu’un foncteur F : C — D est une équivalence de
C dans D sion a :
(1) pour tout X € Ob(D) il existe A € Ob(C) tel que X est isomorphe a
F(A);
(2) F induit une bijection sur les fleches, c’est-a-dire :
(2.1) pour toutes fleches A 3£ B, F(f) = F(g) entraine f =g;

(2.2) pour toute flecche F(A) % F(B) il existe une fléche A L B tel
que p = F(f).

Définition 2.33 Avec la notation ci-dessus, on dit que le foncteur F est
fidele si il satisfait (2.1), et qu’il est plein si il satisfait (2.2).

On remarque que tout isomorphisme de catégories est une équivalence.

Exemple 2.34 Soit C la catégorie dont les objets sont les ensembles finis
sutvants

0,{0},{0,1},{0,1,2},...
et dont les fleches sont toutes les applications entre ces ensembles, avec la
composition habituelle des fonctions. On voit que C est une sous-catégorie de
la catégorie ENSy des ensembles finis. Considérons le foncteur d’inclusion
i:C — ENSy , alors on vérifie directement que i est une équivalence.

D’une certaine facon on peut dire que toutes les propriétés catégoriques
des ensembles finis apparaissent déja dans la catégorie C . Notons que ces
catégories ne sont stirement pas isomorphes puisque Ob(C) est dénombrable
alors que Ob(ENSf) ne l'est pas; c’est d’ailleurs une classe qui n’est pas un
ensemble.
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Proposition 2.35 Soit F': C — D un foncteur. On a que F est une équi-
valence si et seulement si il existe un foncteur G : D — D tel que FG soit
isomorphe au foncteur identité idp et GF isomorphe au foncteur identité

zdc .

LA DUALITE DE STONE’

Rappelons qu’une algebre de Boole est un ensemble partiellement or-
donné qui a les propriétés suivantes : (1) il possede un élément minimum,
habituellement noté 0, et un élément maximum, habituellement noté 1, (2)
deux éléments y ont toujours une borne inférieure ou infimum, noté x A vy,
et une borne supérieure ou suprémum, noté =V y , (3) pour tout élément z
il existe un élément y unique tel que xVy =1et z Ay =0, (4) vues comme
opérations binaires V et A sont distributives 'une sur l'autre. L’exemple
fondamental est I’ensemble des parties d’'un ensemble donné, partiellement
ordonné par 'inclusion : le minimum est ’ensemble vide, le maximum est
I’ensemble de départ au complet, I'infimum est donné par 'intersection et le
suprémum par la réunion, le complémentaire d’un ensemble assure la pro-
priété (3) et on sait bien que la réunion et l'intersection de deux ensembles
sont distributives I'une sur P'autre. Ces structures tirent leur origine des
travaux de Boole® sur la logique.

Le théoreme de Stone”, que nous allons voir, assure en quelque sorte que
I’exemple fondamental des parties d’un ensemble révele bien la structure des
algébres de Boole. Il montre en effet que toute algebre de Boole peut étre
représentée comme une sous-algebre de Boole d’une algebre de parties. Les
travaux de Stone furent motivés par les opérateurs de projection dans un
espace de Hilbert®. En effet, ces opérateurs forment une algebre de Boole en
posant

PP<Ph—PP=P,PPNP,=PFP,PPVP=P +P+PhP.

Il est sans doute plus clair que ces opérateurs forment un sous-anneau de
I’anneau de tous les opérateurs. Cependant on voit le lien en passant aux

®Marshall H. Stone, 1903-1989.

5George Boole, 1815-1864 ; The mathematical analysis of logic, 1847 ; An investigation
of the laws of thoughts, 1854. Pour les axiomes, voir E.U. Huntingdon, Sets of independent
postulates for the algebra of logic, Transactions of the American Mathematical Society,
vol.5, 1904.

"M. H. Stone, The theory of representations for Boolean algebras, Transactions of the
American Mathematical Society, vol. 40, 1936, p. 37-111.

®David Hilbert, 1862-1943.
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sous-espaces correspondant aux opérateurs de projection : a une projection
P on associe le sous-espace fermé P(H), ou H est I'espace total. C’est une
correspondance biunivoque entre les opérateurs de projection et les sous-
espaces fermés. Les opérations ci-dessus se transposent dans des opérations
correspondantes sur les sous-espaces : A devient 'intersection, V devient la
somme et < devient U'inclusion, autrement dit P, < P, < Pi(H) C Py(H),
(Pl AN PQ)(H) = PI(H) N PQ(H), (P1 V PQ)(H) = Pl(H) + PQ(H) . L’anneau
des opérateurs de projection possedent une propriété remarquable en ce que
tous ses éléments sont idempotents.

Définition 2.36 Un anneau de Boole est un anneau unitaire dont tous les
éléments sont idempotents.

Stone remarqua que les algebres de Boole correspondent en fait exacte-
ment aux anneaux de Boole par le méme genre de traduction des opérations
que pour les opérateurs de projection et leurs sous-espaces associés (voir la
propositon 2.38). La représentation des algebres de Boole par des algebres
d’ensembles se fait au moyen d’un espace topologique associé a l'algebre
de départ. Stone montre de surcroit que les homomorphismes d’algebre se
traduisent en des fonctions continues entre les espaces associés et que les
correspondances entre algebres et espaces d’une part et homomorpismes et
fonctions continues d’autre part est tres serrée. Au moment ou le concept de
catégorie fera son apparition, le théoréeme de représentation de Stone sera un
des premiers exemples non triviaux d’équivalence de catégories qu’on pourra
se mettre sous les yeux (voir le théoreme 2.41).

Définition 2.37

(1) La catégorie des anneaux de Boole est la catégorie dont les objets sont
les anneauzx de Boole, les fleches sont les homomorphismes d’anneaux
unitaires, les fleches unités sont les applications identités et la compo-
sition est la composition habituelle des homomorphismes. On la notera

ANNB .

(2) La catégorie des algebres de Boole est la catégorie dont les objets sont
les algebres de Boole, les fleches sont les homomorphismes d’algebres
de Boole, les fleches unités sont les applications identités et la compo-
sition est la composition habituelle des homomorphismes. On la notera

BOOLE.

Proposition 2.38 (Stone,1935) Les catégories ANNB et BOOLE sont
isomorphes.
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Démonstration. Voir, par exemple, [1], chap. 2, pp. 91-98. O

Rappelons qu'un espace topologique totalement discontinu est un espace
ou les seuls sous-ensembles connexes sont les points. Par exemple Q avec la
topologie de I'ordre. Une propriété de base des espaces totalement discon-
tinus est qu’ils possédent une base d’ouverts fermés. Ainsi dans ’exemple
précédent les intervalles a extrémités irrationelles fournissent une base d’ou-
verts fermés de Q.

Définition 2.39 La catégorie des espaces compacts totalement discontinus
est la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques séparés com-
pacts et totalement discontinus, les fleches sont les applications continues,
les fleches unités sont les applications identités et la composition est la com-
position habituelle des fonctions continues. On la notera COMPID .

Exemple 2.40 Les espaces suivants sont des espaces compacts totalement
discontinus.

(1) L’ensemble de Cantor.

(2) L’espace de fonctions 2N awvec la topologie produit héritée de la topologie
discrete sur 2 .

(3) Le groupe des automorphismes de corps Aut(Q) comme sous-espace de

Uespace de fonctions QU avec la topologie analogue & celle de (2), ot
Q est la cloture algébrique de Q.

(4) Les entiers p-adiques, Zy, avec la topologie p-adique. On peut voir cet
espace de la facon suivante :

Ly ={(xn) € H Z/(p") : xm congru a x, modulo p", si m > n}
n>1

et la topologie est la topologie induite par la topologie produit sur
[L,>1Z/(p™) héritée de la topologie discréte sur chacun des ensembles

finis Z/ (p").

Pour tout espace topologique, disons X, la famille de ses ouverts fermés,
partiellement ordonnés par 'inclusion, forme une algebre de Boole. L’élé-
ment minimum est (), I'’élément maximum est X lui-méme, le suprémum de
deux éléments est leur I'union et I'infimum leur intersection. On notera cette

algebre de Boole Ouf(X).
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Théoréme 2.41 (Stone,1936) Le foncteur F: COMPID — BOOLE? ,
qui associe a chaque espace compact totalement discontinu X son algébre de

Boole d’ouverts fermés Ouf(X) et a chaque application continue X 4 Y

Uapplication d’image réciproque Ouf(Y) -z Ouf(X) , est une équivalence.

On appelle aussi les espaces de la catégorie COMPT D, les espaces boo-
léens. Ce genre d’équivalence, a travers un foncteur contravariant, est aussi
appelée une dualité. On note qu'un atome® de I'algeébre Ouf(X) correspond
a un point isolé de X .

Corollaire 2.42

(1) Toute algébre de Boole est isomorphe a une algébre de Boole d’en-
sembles, c’est-a-dire a une sous-algeébre d’une algébre des parties d’un
ensemble.

(2) Deuz espaces booléens sont homéomorphes si et seulement si leurs al-
gebres d’ouverts fermés sont isomorphes.

(8) Deuz algébres de Boole sont isomorphes si et seulement si leurs « es-
paces de Stone » associés sont homéomorphes.

(4) En sachant que toutes les algébres de Boole infinis dénombrables et
sans atome sont isomorphes (voir [1], chap. 2, exercices 11-12)), on en
déduit que tous les espaces booléens infinis sans point isolé et avec une
base dénombrable d’ouverts fermés sont homéomorphes. Par exemple
lensemble de Cantor, 2N et les entiers p-adiques.

Démonstration du théoréme 2.41. On vérifiera successivement que
(1) F est un foncteur

(2) F est fidele

(3) F est plein

(4)

4) F est « essentiellement surjectif », c’est-a-dire que toute algébre de

Boole est isomorphe a l’algebre des ouverts fermés d’un espace compact
totalement discontinu.

(1) F est un foncteur. Il est immédiat que F'( 1x) = lo,px) - En général,

on a bien que si X EN Y est une fonction continue alors 'image réciproque
par f d’un ouvert fermé de Y est bien un ouvert fermé de X . D’autre part
I’application d’image réciproque préserve toutes les opérations booléennes

9Un atome d’une algébre de Boole est un élément non nul minimal.
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sur les ensembles. Ainsi on a bien que F(f) définit un homomorphisme de
Ouf(Y) dans Ouf(X) . On a vu déja a l'exercice 2.30 la relation F(fg) =
F(g)F(f) . Donc F est bien un foncteur contravariant.

(2) F est fidéle. Soit X, Y € COMPID et X 3; Y deux fleches tel que
F(f) = F(g). 1l faut voir que f = g. Or si ce n’était pas le cas on aurait
x € X tel que f(x) # g(z), donc des ouverts fermés, disons Wi, Wy tel
que f(xz) € Wi, g(z) € Wa et Wi N Wy = (. Puisque F(f) = F(g), on a
(W) = g*(W;). Mais alors

z € fr(Wi)Ng" (W) = f*(Wh) N f*(W2) = fA(WinWs) = f*(0) =0
ce qui est absurde. Donc f = g et F' est bien fidele.

(3) F est plein. Soit une fleche F(X) 2 F(Y) dans BOOLE®, cest-a-dire
un homomorphisme d’algebre de Boole ¢ : Ouf(Y) — Ouf(X). 1l faut voir
qu’il existe une application continue, disons f : X — Y, tel que f* = .
Soit € X et considérons F, = {W € Ouf(Y) : v € (W)} . Puisque
©(0) = 0, la famille F, est une famille de fermés de X dont I'intersection
de toute sous-famille finie est non vide. Par compacité, l'intersection de la
famille F, entiere est non vide. Cette intersection ne peut contenir qu’un
seul élément. En effet, sinon, disons y1,y2 € NF, tel que y1 # y2 , on aurait
W e Ouf(Y) tel que y; € W et yo € W€, mais alors x € ¢(W) entrainerait
W € F, ce qui est absurde car yo & W, et = € (W) entrainerait = €
(W) = p(W*°) et donc W€ € F, ce qui est aussi absurde car y; € W¢. On
peut donc définir 'application f, : X — Y en posant f,(x) égal a I'unique
élément dans NF,. Notons que f,* = ¢ entraine automatiquement que f,
est continue. Il suffit donc de vérifier que f,* = ¢, c’est-a-dire que pour tout
W e Ouf(Y), fo" (W) = o(W). Or d’une part on a que x € ¢(W) entraine
W € F, qui entraine f,(z) € W, c’est-a-dire = € f,*(W). Et d’autre part
z & (W) entraine z € (W) = p(W€) qui entraine f,(xz) € W€, c’est-a-
dire z & f,"(W). Ainsi f3(W) et p(W) ont toujours exactement les mémes
éléments et sont donc toujours égaux, ce qui acheve la démonstration.

(4) F est « essentiellement surjectif ». Pour construire 1’espace topologique
adéquat associé a une algebre de Boole nous allons passer par I'anneau de
Boole sous-jacent et ses idéaux maximaux. Il est possible, et maintenant
classique, de travailler directement sur les algebres de Boole et leurs « ultra-
filtres », qui sont les pendants des idéaux maximaux ; nous passons par les
anneaux par commodité et renvoyons a Cori-Lascar [1] pour 'autre formu-
lation. Le lecteur pourra faire ’exercice instructif de faire le passage de 'un
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a lautre.

Soit A une algebre de Boole. Il faut trouver un espace séparé compact to-
talement discontinu dont les ouverts fermés forment une algebre isomorphe
a A. Nous allons (4.1) décrire cet espace et (4.2) montrer que son algebre
d’ouverts fermés est isomorphe a A.

(4.1) L’anneau de Boole sous-jacent & A est obtenu en définissant les opéra-
tions algébriques suivantes sur A lui-méme :

zy=x ANy, z+y=(xAy) V(@ Ay)

ou a* désigne I'élément tel que a Aa* =0et aVa® =1.On voit que I'élé-
ment minimum 0 sera 1’élément neutre de 'addition et I’élément maximum
1 sera I’élément neutre du produit. On voit aussi que tous les éléments sont
idempotents. Cela entraine que 'anneau A est commutatif. En effet pour
tous z,y on a les relations suivantes

(x—l—y)Z:x—i—y, (x+y)2:x2+wy+yx+y2:x+xy+ya:+y

d’ou on tire que
—1=1,2y+yxz =0, 2y = —yzr = yz.

D’autre part on note que 1 est le seul élément inversible. En effet, soit x
inversible alors on a

?=z,2°—2=0,z(z—1)=0

et il découle de la derniere égalité que x = 1, puisque z est inversible. Ces
remarques ont pour conséquence que si M est un idéal maximal de A alors
le quotient A/M est nécessairement isomorphe au corps a deux éléments,
que nous allons noter ici 2, et qu’ainsi les idéaux maximaux de A sont en
correspondance biunivoque avec Hom gnng(A, 2). Posons

S(A) ={M < A: M est un idéal maximal de A}.

Pour mettre une topologie sur S(A) nous allons I'identifier avec Hom aanig(A4, 2).
Avec la topologie discréte sur 2, on obtient I'espace produit 24 dont Hom ANNVB(A, 2)
est un sous-espace. On prend la topologie sur S(A) induite par celle de

Hom annp(A,2) comme sous-espace de 24, On note que 24 est séparé
compact totalement discontinu. Donc on sait déja que S(A) est séparé et
totalement discontinu. Puisque S(A) est un sous-espace d’un espace séparé
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compact, il suffit de vérifier que c’est un sous-ensemble fermé pour montrer
qu’il est compact. Notons qu'une base d’ouverts fermés de S(A) est fournie
par les ensembles de la forme

Via) ={f € 5(4) : f(a) = 1}.
En effet, on a V(1) = S(A4), V(0) =0 et

V(ar)N...0V(an) = {feS(A):
{fesS(4):
{feSA):
Viay...an)
{fe S(A

fla)=1,..., f(an) =1}
flar)flaz)... flan) =1}
flaray...an) =1}

Il
~— ~— ~—

<
—
S
~—
o
.
~
~
m
s
\_/\E\_/
Kﬁ/\_s\\s
Q
¥ —r —
I
S =

= {fe S(A :
= V(a")
Du point de vue des idéaux maximaux, V(a) = {M € S(A) :a ¢ M}. On

note qu’'une application f : A — 2 est un homomorphisme si et seulement
si f(1) =1 et pour tous a,b € A,

fla+b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f (D).

Déja on a que {f : f(1) = 1} est un fermé de 24. Par ailleurs si on fixe
a,b € A, il n’y a qu'un nombre fini de configurations possibles pour remplir
les autres conditions a savoir

f(a)_oa f(b): 9 f((l+b): 9 f(ab):O

f(a‘)_la f(b): ’ f(a+b)_07 f(ab)zl

fl)=0, fB)=1, fla+b)=1, flab)=0

fla)=1, f(b)=0, fla+d)=1, f(ab)=0
Ainsi, si on pose pour a,b € A

b
Fop1={f€24: f( 0, f(b) =0, f

Fapo={f€2?: fla)=1, f(b)=1, f

Fa,b,3:{f€2A:f( Of(b) 17f

Fapa={f€2%: fla)=1, f(b) =0, fla+b) = 1, f(ab) = 0}.

on obtient quatre fermés, et on peut décrire S(A) de la fagon suivante

_ A _
SA)=A{fe2”: f(1)=1}n ﬂa’bGA(Fa,b,l UFypoUFapsUFupa)
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ce qui en fait un sous-ensemble fermé de 24. Donc, tel que voulu, S (A) est
bien un espace séparé compact totalement discontinu. Il reste a voir qu’il
fait bien ce qu’on lui demande.
(4.2) Soit 'application

p:A— Ouf(S(A4))
définie par ¢(a) = V(a).
(4.2.1) ¢ est un homomorphisme. En effet, on a

¢(0) =0, (1) = S(A)
p(a Ab) = p(ab) = V(ab) = V(a) NV(b) = ¢(a) N ¢(b)
a<b=aAb=a= p(a)Npb)=ypla) = p(a) C )
p(a®) =V(a") =V(a) = p(a)*
p(aVb) =p((a" Ab*)") = (p(a)" Ne(d)")" = pla) Up).

(4.2.2) ¢ est surjectif. Soit W € Ouf(V(A)). Alors W, étant fermé, est aussi
compact. Donc il peut s’exprimer comme une réunion finie d’ouverts fermés
de base et on a

W=V(a)U...UV(ap)=V(a1 V...Va,)=parV...Vay).

(4.2.3) ¢ est injectif. Soit a,b € A distincts. Alors a + b # 0, mais on a la
relation

a+b=a+b+ab+ab+a(l+a)b(1+b) =a(l+b)+(1+a)b+a(l+b)(1+a)b

d’ott a(14b) # 0 ou (14a)b # 0; disons a(1+b) = a+ab # 0. Alors 1+a-+ab
est différent de 1 et il n’est pas inversible. Il appartient donc a au moins un
idéal maximal propre et il existe f € S(A) tel que f(1 + a + ab) = 0. La
seule possibilité est que f(a) =1 et f(b) = 0. Ainsi f € V(a) mais f ¢ V(b),
ce qui assure que V' (a) et V(b) sont distincts.

Ceci conclut la démonstration du théoréeme 2.41.
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Chapitre 3

Les modules

Un module est en quelque sorte un « espace vectoriel sur un anneau ».
Cette théorie a été introduite par Emmy Noether! pour fournir un contexte
général dans lequel on pourrait « linéariser » les situations, c’est-a-dire se
ramener a un contexte proche de I’algebre linéaire.

3.1 La catégorie des modules sur un anneau

Définition 3.1 Soit A un anneau unitaire. Un module (& gauche) sur A
est la donnée de

1) un groupe abélien (M, +,0)
2) une fonction
AxM—M
(a,m) — am
tel que pour tous a,ay,as € A et m,my,mo € M
2.1) a(my +m2) = amy + ame
2.2) araz(m) = ai(agm)
2.8) (a1 + a2)m = aym + asm
2.4) Im=m
On désigne habituellement un module par son ensemble sous-jacent ;

pour mettre en évidence ’anneau on parle de A-module. De facon semblable
on définit un module a droite. Nous renvoyons & [4] pour le lien entre les

'Emmy Noether, 1882-1935.

29
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deux. Si A est un anneau commutatif on peut identifier module a gauche et
module a droite. Par commodité, nous ne considérerons ici que les modules
a gauche; les résultats que nous allons voir se transposent directement aux
modules a droite.

Exemple 3.2
1) Si A= K est un corps on obtient les espaces vectoriels habituels.

2) Pour A = 7, on obtient les groupes abéliens. En effet, si M est un
groupe abéliens on a toujours laction Z X M — M, lm =m ,km =
m+...+m, km = — | k|m, si k < 0. D’autre part l’action donnée

kfois,k>0
par une structure de Z. — module sur M coincide nécessairement avec
Uaction ci-dessus.

3) Un anneau A est naturellement un module sur lui-méme par l'action
du produit.

4) Unidéal a gauche d’un anneau A est un module sur A par laction du
produit dans A. C’est un exemple fondamental de E. Noether.

5) Soit A, B des anneaux tel que A est un sous-anneau unitaire de B.
Alors B est un module a gauche sur A par l'action du produit dans B.

Pour un anneau A fixé on a les notions naturelles de sous-module, com-
binaison linéaire, sous-module engendré, homomorphisme de A-modules. On
voit aussi que la classe des A-modules a gauche avec leurs homomorphismes
forment naturellement une catégorie. On la notera 4 M. Ainsi pour un corps
K on a gM = Vg et on vérifie que zM est isomorphe a AB.

On note que si on fixe un élément a d’un anneau, la condition (2.1)
de la définition de module assure que l'action de a sur M donne un en-
domorphisme du groupe abélien M. Les autres conditions assurent qu’en
associant a chaque a son action sur M on obtient un homomorphisme d’an-
neaux unitaires de A dans ’anneau d’endomorphismes End(M, +). On véri-
fie (exercice 5.3.1) qu’il y a correspondance biunivoque entre les A-modules
a gauche et les homorphismes d’anneaux de A dans les anneaux d’endo-
morphismes de groupes abéliens. A un A-module M on associe ’homomor-
phisme ppr : A — End(M,+), qui associe a chaque a € A son action sur
M. A chaque homomorphisme d’anneaux unitaires p : A — End(M,+),
ou M est un groupe abélien, on associe la structure de A-module a gauche
A x M — M donnée par am = (p(a))(m). On peut utiliser cette correspon-
dance pour donner une interprétation de la théorie des représentations en
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termes de modules sur des anneaux appropriés. Par exemple, un homomor-
phisme G — GL(V) d’un groupe fini G dans le groupe des automorphismes
d’un espace vectoriel de dimension finie V' sur un corps k correspond & un
module sur 'anneau de groupe k[G] par le procédé ci-dessus (voir [4]).

Dans le reste du chapitre module sera synonyme de module a gauche et
on travaillera la plupart du temps avec un anneau unitaire A quelconque.
On note I'image d’une application f, im(f).

Définition 3.3 Soit f: M — N un homorphisme de A-module. On définit
le noyau de f, noté ker(f), par ker(f) ={xz € M : f(x) = 0}.

Lemme 3.4 Le noyau et l’image d’un homomorphisme de A-modules forment
des sous-modules.

Définition 3.5 Soit M un A-module et N1, No deux sous-modules de M.
On définit la somme de Ny et No, notée N1 + Na, par

Ni+ Ny ={x € M:x=uz1+x2, pour certains x; € Ni,x9 € Ny}

Lemme 3.6 Soit M un A-module et N1, Ny deuzx sous-modules de M.

1) L’intersection N1 N Ny est un sous-module de M.

2) La somme Ny + Ny est un sous-module de M et c’est le sous-module
engendré par N1 U Na.

Soit M un A-module et N un sous-module de M. Alors le groupe abélien
quotient M /N est un module de la fagon naturelle. En effet si 1 —x9 € N
et a € A alors axy — axg € N, de sorte que laction a(x + N) = ax + N sur
M/N est bien définie. On vérifie directement que M /N devient bien ainsi
un A-module. On 'appelle module quotient de M par N. On vérifie aussi di-
rectement que le passage au quotient M — M /N est un homomorphisme de
A-modules. Nous allons passer en revue les théorémes fondamentaux sur les
modules quotients et les homomorphismes, qui sont entierement analogues
a ceux que vous connaissez déja pour les anneaux et les groupes.

Théoreme 3.7 Soit M un A-module et N un sous-module. Alors le passage
au quotient v : M — M /N établit une correspondance biunivoque entre les
sous-modules de M /N et les sous-modules de M qui contiennent N .

Théoréme 3.8 Soit f : M — M; et g : M — Ms des homomorphismes
de A-modules tel que ker(g) C ker(f) alors il existe un homomorphisme
g : My — My unique tel que gg = f. De plus g est injectif si et seulement si
ker(g) = ker(f).
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Corollaire 3.9 Soit f : M — N un homomorphisme de A-modules alors
M/ker(f) est isomorphe a im(f) par lisomorphisme f(x+ker(f)) = f(x).

Théoreme 3.10 Soit M un A-module et N1, Ny deuzx sous-modules. Alors
I’homomorphisme naturel f : Ny/N1N Ny — N+ No/Nay, f(x+ NiNNy) =
T + No, est un isomorphisme de A-modules.

Théoréme 3.11 Soit M un A-module et N, P des sous-modules de M tel
que P C N. Alors I’homomorphisme naturel f : (M/P)/(N/P) — M/N,
f((x+ P)+ (N/P)) =z + N, est un isomorphisme de A-modules.

Nous allons définir le produit direct et la somme directe de modules
en toute généralité. Rappelons qu'une famille (X;);c;, ou suite indexée par
un ensemble I, peut étre vue comme une fonction f de domaine I tel que

f@)=X; .
Définition 3.12 Soit (M;);e; une famille de A-modules.

1) Le produit direct, ou produit, de la famille (M;);cr, noté HM“ est
il

le A-module formé de toutes les fonctions f : I — U;c;M; tel que

pour tout i, f(i) € M;, avec les opérations suivantes définies point

par point. Ainsi la somme de deux telles fonctions f, g est la fonction

f+ g définie par (f + g)(i) = f(i) + g(i), et action de a € A sur une
fonction f donne la fonction af définie par (af)(i) = a(f(i)).

2) La somme directe, ou somme, de la famille (M;);cr, noté @Mi, est
el
le A-module obtenu en prenant le sous-module de HM, formé des
i€l
fonctions f tel que {i € I: f(i) # 0} est fini.

On désigne parfois un élément du produit H M; ou de la somme GB M;
iel iel
par une famille (x;);c; ou x; € M;. Si tous les M; sont égaux, disons M; = M
pour tout i, alors le produit est I'ensemble M’ de toutes les fonctions de T
dans M. La somme est alors notée M), L'ensemble {i € I : f(i) # 0} est
parfois appelé support de f. Notons que si I est fini alors H M; = @ M; .
i€l el

Exemple 3.13 1) Disons I = {1,2}. Alors HMZ = @Ml est isomorphe
icl icl
au produit cartésien My X My avec les opérations définies composante a
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composante. On retrouve ainst une construction analogue aux constructions
habituelles dans les groupes abéliens par exemple. Dans un cas comme celui-
ct on utilisera aussi la notation My & Mo pour désigner la somme etc.

2) On sait que tout groupe abélien fini est isomorphe a une somme directe
de groupes cycliques finis.

Notons qu’on a les projections p; : H M; — M;, définies par I’évaluation
el
en j, qui sont surjectives. De méme, on a les injections ¢; : M; — @Mi,
el

ou «(z) est la fonction définie par «(x)(i) = 0, si i # j, ¢(z)(j) = z. On
vérifie que toutes ces applications sont des homomorphismes de A-modules.
Le produit muni de toutes ses projections et la somme munie de toutes ses
injections possedent les propriétés remarquables suivantes.

Théoréme 3.14 (Propriétés universelles) Soit (M;);cr une famille de
A-modules.
1) Pour tout A-module M et toute famille (f;)icr d’homomorphismes

ML
il existe un homomorphisme

?M—>1_[]\JZ

unique tel que pour tout i, p;f = f;.
2) Pour tout A-module M et toute famille (f;)ic; d’homomorphismes

M %
il existe un homomorphisme

?EBMZ_)M

unique tel que pour tout i € i, fu; = fi.

On peut montrer (exercice 5.3.6) que la propriété ci-dessus caractérise
la donnée du produit et de ses projections (H M;, (pi)icr) & isomorphisme
el
pres, et de méme pour la somme avec ses injections (@ M;, (vi)ier)-
el



34 CHAPITRE 3. LES MODULES

Définition 3.15 (Suite exacte) On définit la notion de suite exacte de
modules dans 4 M.

(1) Une suite M LN 5% P est exacte si ker(g)=im(f).

(2) Une suite finie ou infinie (indexée par un intervalle de Z)
M B T M —

est exacte si pour tout i, ker(fiz1) = im(f;).

(3) Une suite 0 — M I N % P 0 est exacte si ker(f)=0 (f est
injective), im(g)=P (g est surjective) et ker(g)=im(f).

Définition 3.16 Soit M un A-module et N un sous-module de M. On dit
que N est un facteur direct de M si N est non nul et si il existe un autre
sous-module N’ tel que M = N+ N’ et NN N’ = 0.

Proposition 3.17 Soit 0 — M LN%p 0 une suite exacte. Alors g
possede une section si et seulement si f posséde une rétraction si et seule-
ment si f(M) est facteur direct de N. Dans ce cas, N = M & P.

Démonstration. Exercice. Soit s une section de g, alors N = f(M) @ s(P)
par la représentation x = (z — s(g(x))) + s(g(x)).

Définition 3.18 Une suite exacte du type 0 — M ERN N4 P -0 qui
satisfait les conditions de la proposition précédente est dite scindée.

3.2 Modules libres et rang

Définition 3.19 Un module est dit libre si il posséde une base, c’est-a-dire
un ensemble de générateurs linéairement indépendants.

Les modules libres sont les modules qui ressemblent le plus aux espaces
vectoriels.

Exemple 3.20
(1) Si A= K est un corps alors tout module est libre.
(2) Considérons A = 7.
(2.1) Z, comme module sur lui-méme, est libre : 1 forme une base.

(2.2) Z.® Z est un module libre : (1,0),(0,1) forment une base.
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(2.3) ZW) est un module libre : Uensemble des e;,i € I, forment une
base, ot e; = (0i5)jer (0ij =1 sii=j,0;; =0 sinon).

(2.4) Z(n)(= Z/nZ) n'est pas un Z-module libre : un élément non nul
n’est pas méme linéairement indépendant sur 7Z.

(2.5) Q nest pas un Z-module libre : il ne peut étre engendré sur Z par
un seul élément et n’importe quels deux éléments sont linéaire-
ment dépendants sur Z.

(3) Z(n) est un module libre comme module sur lui-méme : 1 forme une
base.

(4) Si A est un anneau unitaire, alors pour tout ensemble I, AW st un
A-module libre : on obtient une base comme ci-dessus en (2.3); on
Uappelle la base canonique.

Proposition 3.21 Soit A un anneau unitaire et M un A-module. Alors M
est un A-module libre si et seulement si il existe un ensemble I tel que M
soit isomorphe au A-module A,

Démonstration. Si M est libre, alors soit B une base de M. On obtient un
isomorphisme de M sur A®) en envoyant un élément b de la base sur ep,
avec la notation de 'exemple 3.20 (2.3), et en prolongeant par linéarité. Si
f:+ AU — M est un isomorphisme de A-modules, alors, toujours avec la
notation ci-dessus, {f(e;) : @ € I'} donne une base de M. O

Proposition 3.22 Soit A un anneau unitaire. Tout A-module est image
d’un A-module libre par un homomorphisme de A-module.

Démonstration. Soit M un A-module. On obtient un homomorphisme de
AM) sur M en envoyant pour chaque m € M Délément e, de la base
canonique sur m meéme, et en prolongeant par linéarité.0

Proposition 3.23 Soit L un module libre. Alors toute suite exacte de mo-
dules du type 0 — M RN NNy N 0 est scindée.

Démonstration. Soit (I;);er une base de L et (x;);cr tel que g(x;) = l;. Alors
la fonction s : L — M donnée par s(l;) = z; et prolongée par linéarité est
une section de g. O

Corollaire 3.24 Dans Vy, toute suite exacte du type 0 — M 4, N%LP-o0
est scindée.



36 CHAPITRE 3. LES MODULES

Que peut-on préserver dans les modules de la théorie de la dimension des
espaces vectoriels 7 Nous allons d’abord considérer la généralisation directe
pour les modules libres : la dimension serait la cardinalité d’une base. Mais
pour cela il faudrait que toutes les bases d’un méme module libre ait la
méme cardinalité, ce qui n’est pas toujours le cas avec les bases finies. C’est
ce que nous allons un peu élucider.

Proposition 3.25 Si un module posséde un ensemble fini de générateurs
alors il ne peut pas posséder de base infinie.

Démonstration. Soit M un module et x1,...,x, un ensemble fini de généra-
teurs de M. Si B était une base infinie de M, alors on aurait x1,...,x, €<
Y1, .-+, Ym > pour certains y1, . . ., ¥, dans B. Mais alors M =< y1,...,Ym >
et cela contredirait qu’il existe un autre y dans B tel que y1, ..., Ym,y sont
linéairement indépendants. O

Proposition 3.26 Deux bases infinies d’un module possédent nécessaire-
ment la méme cardinalité.

Démonstration. Supposons B, B’ deux bases infinies d’'un module. Pour
chaque b € B fixons J, un sous-ensemble fini de B’ tel que b appartienne au
sous-module engendré par Jy,. Notons d’abord que B’ = |J,cpJp, car sinon
UpepJb serait une base strictement incluse dans B’ ce qui contredirait que
B’ est linéairement indépendant. Mais on a aussi que

|Usen /ol < |Bx N[ =|[B]

d’ou |B'| <|B]|. De méme |B’'| < |B]| et ainsi | B'| = | B|. O
Ainsi la notion naturelle de « dimension » est bien définie en général
pour les modules libres ayant une base infinie, on ’appellera le « rang ».

Définition 3.27 Soit M un module libre ayant une base infinie. On définit
le rang de M comme étant la cardinalité d’une base infinie de M.

Définition 3.28 Un module est dit de type fini, ou finiment engendré, si il
posséde au moins un ensemble fini de générateurs.

L’exercice 5.3.8 donne un exemple d’'un module libre de type fini mais
avec des bases finies de cardinalité différentes! Cependant, avec les anneaux
commutatifs tout se passe bien.
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Proposition 3.29 Soit A un anneau unitaire commutatif. Alors deuz bases
finies d’un A-module libre de type fini posséde toujours le méme nombre
d’éléments.

Démonstration. Soit M un A-module libre de type fini et B = {z1,...,2,},
B ={y1,...,ym} deux bases de M. Il faut voir que n = m. On passe par
les espaces vectoriels sur un corps qui soit un quotient de A. En effet, soit
J un idéal maximal propre de A de sorte que A/.J est un corps (I’hypothese
que A est commutatif est ici essentielle) et posons

JM =<{ax:a€ JxeM}>.

C’est un sous-module de M. Alors M/JM est un espace vectoriel sur A/.J
de la fagon naturelle. On vérifie directement que 1 + JM, ..., x, + JM et
y1 + JM, ..., ym + JM sont des bases de cet espace vectoriel, d’ou on tire
que n =m. O

3.3 Modules noethériens et modules artiniens

On continue de s’intéresser a transposer aux modules les propriétés
des espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 3.30 Un module est dit noethérien si il ne posséde pas de suite
infinie strictement croissante de sous-modules, ou autrement dit si toute
suite croissante de sous-modules est stationnaire : si

My C My C M3 C...

est une suite croissante de sous-modules alors il existe ng tel que pour tout
n > ng, My = My,.

Définition 3.31 Un module est dit artinien® si il ne posséde pas de suite
infinie strictement décroissante de sous-modules, ou autrement dit si toute
suite décroissante de sous-modules est stationnaire : si

My D My 2D Mz D ...

est une suite décroissante de sous-modules alors il existe ng tel que pour tout
n > ng, My = My,.

2Emil Artin, 1898-1962.
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Exemple 3.32 Pour A = k un corps, tout espace vectoriel de dimension
finie disons V' est noethérien et artinien. En effet, on ne peut augmenter
indéfiniment la dimension d’un sous-espace a lintérieur de V', il est donc
noethérien, et on ne peut diminuer indéfiniment non plus la dimension d’un
sous-espace a lintérieur de V, il est donc artinien. En fait on vérifie que
dans ce cas, les deux notions coincident et sont équivalentes a étre de di-
mension finie.

Exemple 3.33 Considérons A = Z et Z comme module sur lui-méme. Alors
727 est noethérien. En effet, les sous-modules sont les idéauzr de Z de sorte
que si on a une suite d’idéaux

LCL,CIlz3C ...

alors la réunion I =, I, est aussi un idéal et donc I = (d) pour un certain
entier d. Mais d doit apparaitre a un certain moment dans la suite et la suite
sera dés lors stationnaire. Par contre, 77 n’est pas artinien. En effet, on a
au, moins la suite infinie strictement décroissante

2)>2) 22 >...

De méme, tout anneau principal en tant que module sur lui-méme est un
module noethérien mais pas artinien ,a moins d’étre un corps.

Exemple 3.34 Tout groupe abélien fini est un Z-module noethérien et ar-
tinien.

Exemple 3.35 Pour A = Z, considérons P = {1% :m € Z,k > 0}, qui
est un sous-groupe additif de Q et donc un Z-module. On note que 7Z est
un sous-module de P. En particulier cela entraine que P n’est pas artinien
puisqu’une suite de sous-modules qui témoigne que Z m’est pas un Z-module
artinien témoigne aussi que P ne l’est pas. A cause de la suite

1 1
ZC<*>C<*2>C
p p

on voit que P n’est pas un Z-module noethérien. On vérifie que les sous-
modules de cette suite sont les seuls sous-modules de P qui contiennent 7Z.
Cela permet de voir que le quotient P/7Z est un Z-module artinien mais pas
noethérien.

On a les propriétés suivantes des modules noethériens et des modules
artiniens. On laisse les démonstrations en exercices.
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Proposition 3.36 (Propriétés)
(1) Tout sous-module d’un module noethérien est noethérien.
(2) Tout quotient d’un module noethérien est noethérien.

(8) Toute famille non vide de sous-modules d’un module noethérien pos-
sede un élément maximal par rapport a l'inclusion.

(4) Tout sous-module d’un module artinien est artinien.
(5) Tout quotient d’un module artinien est artinien.

(6) Toute famille non vide de sous-modules d’un module artinien posséde
un élément minimal par rapport a Uinclusion.

(7) Un module M est noethérien si et seulement si tout sous-module de M
est de type fini.

Théoréme 3.37 (1) Soit N un sous-module d’un module M tel que N et
M/N sont noethériens. Alors M est noethérien.

(2) Soit N un sous-module d’un module M tel que N et M/N sont artiniens
alors M est artinien.

Démonstration. (1) Soit
PCPRCPC...
une suite croissante de sous-modules de M. Alors on la suite croissante
NNPPCNNPRCNNPC...
de sous-modules de N et la suite croissante
(N+P)/NC(N+P)/NC(N+P;)/NC...

de sous-modules de M/N. Il s’ensuit qu'il existe un entier ng tel que pour
tout n > ng, NN P, = NNP,, et (N+ P,)/N = (N+ P,,)/N. Vérifions
que pour tout n > ng, P, = P,,. Soit n > ny. On sait déja que P,, C P,.
Par ailleurs soit € P,, alors « s’exprime z =z +y, ou z € N et y € P,
etonaz=x—ye NNFP,=NNP,,. Doux € P,,. Ainsi P,, = P,,.

(2) Exercice.O

Corollaire 3.38 Soit 0 = M — N — P — 0 une suite exacte de modules.
Alors

(1) N est noethérien si et seulement si M et P sont noethériens.

(2) N est artinien si et seulement si M et P sont artiniens.
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Corollaire 3.39 Soit M un module et N, P des sous-modules de M tel que
M = N+ P. Alors

(1) Si N et P sont noethériens alors M est noethérien.

(2) Si N et P sont artiniens alors M est artinien.

Démonstration. 11 suffit de voir que M /N est noethérien (artinien) des que
N et P le sont. Or on note que M/N = (N + P)/N ~P/NNP.O

Définition 3.40

(1) Un anneau A est dit noethérien (& gauche) si il est noethérien comme
module (a gauche) sur lui-méme, autrement dit si le A-module g A est
noethérien.

(2) Un anneau A est dit artinien (a gauche) si il est artinien comme module
(a gauche) sur lui-méme, autrement dit si le A-module 4 A est artinien.

Théoréme 3.41 (1) Si A est un anneau noethérien alors tout A-module de
type fini est noethérien.
(2) Si A est un anneau artinien alors tout A-module de type fini est artinien.

Démonstration. Par exemple pour (1). Supposons A noethérien et disons
M = Azy + ...+ Ax,. Lapplication f : A — Ax; définie par f(a) = ax;
est un homomorphisme surjectif. Ainsi tous les Ax; sont noethériens et, par
récurrence, on obtient que la somme Axy + ...+ Az, est aussi un module
noethérien. O

Il est bon de rappeler le théoreme suivant de Hilbert sur les anneaux
noethériens commutatifs.

Théoreme 3.42 Soit A un anneau commutatif et Xq,..., X, un nombre
fini d’indéterminées. Si A est un anneau noethérien, alors ’anneau de poly-
nomes A[X1,...,X,] est aussi un anneau noethérien.

En particulier, un corps K étant manifestement un anneau noethérien, un
anneau de polynomes K[X1,..., X,] sur le corps K est toujours noethérien.
Ce qui fait en sorte que tout idéal de K[X7,...,X,] est finiment engendré.

3.4 Modules irréductibles, modules indécomposables

On continue de chercher a transposer dans les modules les propriétés
des espaces vectoriels de dimension finie. Les propriétés d’étre noethérien ou
artinien sont déja deux fagons de le faire, mais elles ne disent pas grand chose
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sur la structure des modules. On peut chercher & capturer cette structure
a partir d’'une généralisation de « la dimension 1 », du fait qu’un espace
vectoriel de dimension finie est somme directe de sous-espaces de dimension
1. I y a au moins deux propriétés qui se présentent pour généraliser « la
dimension 1 » : n’avoir aucun sous-espace non trivial ou n’avoir aucun facteur
direct.

Définition 3.43

(1) Un A-module M # 0 est dit irréductible si les seuls sous-modules de
M sont 0 et M.

(2) Un A-module M # 0 est dit indécomposable si M ne posséde pas de
facteur direct non trivial.

On note qu’un module irréductible est nécessairement indécomposable.

Exemple 3.44

(1) 7zZ n’est pas irréductible mais il est indécomposable. En effet, suppo-
sons zZ. somme directe de deux sous-modules, disons 77 = N1 @ Na,
et supposons r1 € Ni,xo € No non nuls. Alors x1,xo devraient étre
linéairement indépendants sur Z ce qui serait absurde puisque xox —
1T = 0.

(2) De méme, Q est un Z-module indécomposable, mais pas irréductible.

(3) Z(p) est un Z-module irréductible.

(4) Z(p"), n > 2, n'est pas un Z-module irréductible mais il est indécom-
posable. En effet, ses sous-modules sont tous emboités dans la suite
sutvante :

n—2

0 c<pl>c<p?>c ...c<p>cC Z@p")

(5) Vérifiez que le p-groupe de racines de l'unité u(p>) = {z € C: 3In €
N, 2P" =1} est un Z-module indécomposable.

(6) Soit K un corps, et n € Nyn # 0. Alors K" est un My (K)-module
irréductible (par l'action naturelle).

Proposition 3.45 (1) Un A-module M est irréductible si et seulement si
pour tout x € M,z # 0, M = Ax.

(2) Un A-module est irréductible si et seulement si M est isomorphe d un
A-module A/J, pour un certain idéal & gauche mazimal J<agA.
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Démonstration. (2) Si J<yzA est maximal alors A/J est un A-module irré-
ductible car les sous- modules correspondent aux idéaux a gauche contenant
J. Réciproquement, si M est irréductible alors M = Az pour n’importe quel
2 € M non nul et on a 'homomorphisme surjectif f : A — M, f(a) = ax.
Le noyau de f est un idéal a gauche de A et A/ker(f) ~ M, ce qui entraine
que A/ker(f) est un A-module irréductible et donc que ker(f) est maximal.
O

Proposition 3.46 (Lemme de Schur) 3 Soit M, N des A-modules non
nuls irréductibles, alors tout homomorphisme de A-modules M — N est soit
nul, soit un isomorphisme. En particulier, l’anneau des endomorphismes de
A-modules Enda(M,o,+,1d,0) est un corps gauche, c’est-a-dire que tout
A-endomorphisme non nul est un isomorphisme.

Démonstration. Soit f : M — N un homomorphisme. On a que ker(f) est
un sous-module de M et im(f) un sous-module de N. Ainsi soit ker(f) =0
soit ker(f) = M. Si ker(f) = M alors f est nul. Si ker(f) = 0 alors f est
injectif et on doit avoir im(f) # 0. Mais alors on doit avoir im(f) = N et
dans ce cas f est un isomorphisme. O

Le théoreme de Krull-Schmidt? permet de voir comment les modules &
la fois noethériens et artiniens permettent une généralisation de la structure
des espaces vectoriels de dimension finie. Nous en verrons la démonstration
a la section suivante.

Théoréme 3.47 (Théoréeme de Krull-Schmidt) Si M est un module ar-
tinien et noethérien, alors M est somme directe finie de sous-modules indé-
composables. De plus, deux décompositions de ce type ont nécessairement le

méme nombre de facteurs et, a une permutation prés, leurs facteurs sont
isomorphes.

Dans notre analogie avec les espaces vectoriels de dimension finie, le
nombre de facteurs indécomposables apparaissant dans la décomposition
d’un module artinien et noethérien correspondrait a la « dimension ».

Exemple 3.48 Dans le cas des Z-modules finis, c’est-a-dire des groupes
abéliens finis, qui sont certainement artiniens et noethériens, on sait déja
que tout groupe abélien fini est somme directe de sous-groupes cycliques

3Issai Schur, 1875-1941.
Wolgang Krull, 1899-1970, Otto Schmidt, 1891-1956.
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d’ordre une puisance d’un nombre premier. Or on a vu aussi que les p-
groupes finis sont indécomposables. Il s’agit donc de la décomposition qui
est assurée par le théoréme de Krull-Schmidt.

Dans le théoreme de Krull-Schmidt et du point de vue de notre analo-
gie, le role des espaces vectoriels de dimension 1 est rempli par les modules
indécomposables. Nous allons nous attarder un peu sur un autre aspect, ou
ce role sera davantage joué par les modules irréductibles. Cette discussion
sera d’ailleurs utilisée dans la démonstration du théoreme de Krull-Schmidt.
Considérons la décomposition d'un espace vectoriel de dimension finie, di-
sons V' en une somme de sous-espaces de dimension 1, disons V;, comme
dans le théoreme de Krull-Schmidt :

V=wvie...e V.
Notons qu’on obtient une « filtration » de V :
VoVvae..VyDVsg ...V D...D VD0
En posant W; =V, @ ... Vi, Wi =V et W41 =0o0n a:
VoOWoaDWsD ... Wy D0

tel que W;/Wiy1 ~ V;, et les quotients successifs sont donc irréductibles.
Ceci entraine que cette filtration est mazimale : on ne peut y insérer d’autres
termes. Elle est aussi de longueur maximale, ce qui ici coincide avec la di-
mension de V. Avec cela en téte, nous allons passer au contexte des modules.

Définition 3.49 Soit M un A-module.

(1) Une suite normale de M est une suite finie décroissante de sous-
modules commencant en M et se terminant en 0 :

My=MDMyDMs2D... My 2D Myyq =0 (3.1)

(2) Les quotients d’une suite normale comme en (3.1) sont les modules
quotients M; /M.

(3) Une suite normale plus fine que (3.1) est une suite normale dont (3.1)
est une sous-suite. On dit aussi que c’est un raffinement de (3.1).

(4) Deuz suites normales sont équivalentes si elles ont la méme longueur
et si il existe une permutation des indices tel que les quotients corres-
pondants soient isomorphes.
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Exemple 3.50 Les deux suites normales suivantes du groupe abélien Z,(6)
sont équivalentes
Z(6) 2D<2>20

Z(6) 2 <3>20

Définition 3.51 Une suite normale d’un module M qui est strictement dé-
croissante et dont les quotients sont irréductibles est appelée une suite de
composition de M.

Théoréme 3.52 (Théoréme de Jordan-Holder) ° Pour tout module, deux
suites de compositions sont toujours équivalentes.

Théoreme 3.53 Un module non nul posséde une suite de composition si et
seulement si il est a la fois artinien et noethérien.

Démonstration. On ne vérifiera pour l'instant que le fait que les modules
artiniens et noethériens possedent une suite de composition. En effet, on
construit une suite strictement décroissante de sous-modules avec des quo-
tients irréductibles a ’aide du principe de maximalité noethérien. Cette suite
doit stopper en 0 apres un nombre fini d’étapes car le module de départ est
artinien.O

D’apres ces résultats on peut alors parler sans ambiguité de la longueur
d’un module artinien et noethérien : c’est la longueur d’une suite de com-
position. Dans notre analogie avec les espaces vectoriels de dimension finie,
la longueur d’'un module artinien et noethérien correspondrait a la « dimen-
sion ».

Le théoreme de Jordan-Holder se déduit du théoreme de Schreier, qui
lui-méme se déduit du lemme de Zassenhauss.

Théoréme 3.54 (Théoréme de Schreier) % Deuz suites normales d’un
module possédent toujours des raffinements qui sont des suites normales
équivalentes.

Lemme 3.55 (Lemme de Zassenhauss) 7 Soit M un module et N1, No, K1, Ko
des sous-modules de M tel que K; C N;. Alors on a l'isomorphisme

(Nl ﬂNQ) + K - (Nl N Ng) + Ko

(N1 N Ky) + K3 o (K1 N Ny) + Ky

5Camille Jordan, 1838-1922, Otto Holder, 1859-1937.
50tto Schreier, 1901-1929.
"Hans Zassenauss, 1912-1991.
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Le théoreme de Schreier permet de compléter la démonstration laissée
en suspens qu'un module non nul qui possede une suite de composition est
artinien et noethérien. En effet, soit M un module non nul ayant une suite
de composition. Par exemple pour voir qu’il est noethérien, on considere une
suite finie strictement croissante de sous-modules qu’on compleéte facilement
en une suite normale. Par le théoreme de Schreier une telle suite et une
suite de composition possedent des raffinements équivalents. Or une suite
de composition ne peut pas posséder de raffinement propre. Ainsi le nombre
de termes de la suite croissante de départ est au plus celui de la suite de
composition. Il ne peut donc y avoir dans M de suite infinie strictement
croissante de sous-modules. De fagcon semblable on vérifie que M est aussi
artinien.

Démonstration que le théoréme de Schreier entraine le théoréme de Jordan-
Holder. Considérons deux suites de composition d’'un méme module. On
remarque qu’elles ont des quotients non nuls. De plus, des raffinements de
ces suites ne peuvent rajouter que des redondances, donc que des quotients
nuls. Deux raffinements de ces suites qui sont équivalents auront les mémes
quotients nuls et donc les mémes quotients non nuls. En comparant avec les
suites de départ on obtient qu’elles doivent avoir des quotients isomorphes,
a une permutation pres. O

Démonstration que le lemme de Zassenhaus entraine le théoréme de Schreier.
Soit M un module et deux suites normales de M :

M=M DMyDMsD... Mg D Mg11=0 (3.2)
M=M2DOM;DM;D... M{DM/ ;=0 (3.3)
Considérons la suite de sous-modules
M, = (MlﬂM{)—i-Mz D) (MlﬁMé)—l-Mg 2...2 (MlﬁMt/)—l-Mg

D My D (MyNMj)+ Mg D (Mo M)+ Mg D ...D (Myn M)+ M;

DMy D (MsNM{) 2D (MsNMy)D...2(MsNM)20

En posant M;; = (M; N Mj') + M;11, on a la suite normale de M

My DMi22...2M 2 ...2 Mgyy1=0
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ou M;; = M;, qui est un raffinement de la suite normale (3.2) de longueur
st. De méme, en posant Mj, = (M} N M;) + M, on obtient une suite
normale de M ou ]\JJ/-1 = MJ{, qui est un raffinement de la suite normale
(3.3) de longueur st. Comparons les facteurs correspondants de ces deux
raffinements. On a

(Mi N M/j) + M

(Mi N M]{+1> + Mi-l—l

Mij /M jy1 =

et
(Mj’ N M;) + MJ’.Jrl

(M A Mipn) + M,

/ / .
Mj; /M0 =

qui sont isomorphes par le lemme de Zassenhauss. O

Démonstration du lemme de Zassenhauss. 11 suffit de montrer les deux iso-
morphismes suivants :

(N10N2)+K1 - N1 N Ny
(N1 N KQ) + Ky (Nl N Kg) + (Kl N Ng)

et

(NlﬂNQ)—i-KQ - N1 N Ng
(Kl N NQ) + Ky (N1 N KQ) + (K1 N Ng)

Par symétrie il suffit de montrer le premier. Considérons le diagramme sui-
vant d’inclusions :

(N1 N Na) + Ky

N; N Ny (N1 N Ky) + Ky

(N1 N KQ) + (Kl N NQ)

Notons que (cf. théoreme 3.11)
NiNN2)+K
(NinNp) + Ky ROt

(MiNKp) + K i0Ka)iks
1
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Considérons 'application naturelle
f:Ni1NNy— ((Nl ﬂNQ) —I—Kl)/Kl

flz) =2+ K;

On a que

(NN K2) + (K1NN2)) = ((NMiNK2)+ (K1NN2)+ Ky) /Ky
= (MiNKy)+Ky) /Ky

D’autre part on a aussi
FH (N N Ky) + K7) /K1) = (NN Kp) + (K1 N Ny)

En effet, 'inclusion D est directe. Pour I'inclusion C, supposons x € N1 N N»
tel que f(z) =x+ Ky =y + K, oty € Ny N Ky. Alors x = y + z, pour un
certain z € K. Ainsi z =z —y € K1 NNy et z € (N1 N K3) + (K1 N Ny).
11 s’ensuit que (N1 N Ks) + (K1 N Na) est le noyau de 'homomorphisme
surjectif Ny N Ny — ((lel\éleKl )/((Nm%HKl) obtenu de f en composant
avec l'application de passage au quotient. On obtient alors I’isomorphisme

suivant :

N1 N Ny - (Nlml\?l)JrKl
(Nl ﬁKQ) + (K1 ﬁNg) o (Nlﬂi{(%
1

d’ou le résultat. O

3.5 Le théoreme de Krull-Schmidt

Rappelons I’énoncé du théoreme de Krull-Schmidt.

Théoréme 3.56 (Krull-Schmidt) Soit M un module non nul artinien et
noethérien. Alors M contient des sous-modules indécomposables M;, 1 < i <
n, tel que

et si on a une autre décomposition
M=M&.. M, =N1®...& N,

alors n = m et il existe une bijection © ~ j tel que M; ~ N;.
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A Tlaide des résultats de la section précédente on peut déja montrer
I’existence de la décomposition en somme directe de sous-modules indécom-
posables.

Démonstration d’une décomposition en somme directe d’indécomposables.
Nous allons utiliser la notion de longueur d’un module artinien et noethérien,
c’est-a-dire la longueur d’une suite de composition (voir la discussion apres le
théoreme de Jordan-Holder (3.52) ). On désignera la longueur d’un module
K par [(K). On note d’abord que si N est un sous-module propre de M
alors I[(N) < (M) : en effet la suite normale M D N D 0 possede un
raffinement en une suite de composition de M, qui fournira une suite de
composition de N. On peut ainsi utiliser la récurrence sur la longueur. Si
M est indécomposable, on a fini. Sinon, M = M7 & Ms, ou M; # 0. Alors
I(M;) < I(M) et par récurrence il existe des sous-modules indécomposables
M;; tel que
My =M1 ®...06 My,

M2:M21@...@M2m2

Il s’ensuit que
M:Mll@...@Mlml@Mgl@...@MZnQ

O
L’unicité de la décomposition se démontre en plusieurs étapes et dépend
des propiétés des anneaux d’endomorphismes.

Proposition 3.57 Un module non nul M est indécomposable si et seule-
ment si 'anneau d’endomorphismes End(M) ne contient pas d’idempotent
différent de 0 et 1.

Démonstration. Soit M un module non nul. Si M est somme directe de
deux sous-modules propres alors la projection sur chacun des facteurs est un
idempotent non trivial de End(M). Réciproquement, si f est un idempotent
non trivial de End(M), alors on vérifie que im(f) # 0 et im(1 — f) # 0, et
que M =im(f) @im(1— f). O

Définition 3.58 Soit M un module et f un endomorphisme de M. On
définit les sous-modules

feRO) = () f1(M)
n=1
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et
F70(0) = | ker(f™)
n=1

Théoréme 3.59 (Lemme de Fitting) & Soit M un module non nul arti-
nien et noethérien, et f € End(M). Alors

M = f=(M)® f7(0)

De plus, la restriction f|foo(M) est un automorphisme et la restriction f|f,oo(0)
est nilpotente.

Démonstration. Comme M est artinien il existe un entier s tel que f*(M) =
(M) = ... = f*°(M), et comme il est noethérien il existe un entier r tel
que ker(f!) = ker(f*1) = ... = f7°°(0). Soit r = max(s,t), de sorte que
f(M) = fr(M) et f~°°(0) = ker(f"). Voyons que f>(M)nN f~°°(0) = 0.
Soit z € f°(M)N f~°°(0), alors z = f"(y) pour un y € M. Mais f"(z) =0,
donc f?"(y) = 0 et y € ker(f?") = ker(f"). Ainsi z = 0. Voyons que
M = f°(M)+f~°(0). Soit z € M. Comme f"(M) = f?"(M),on a f"(x) =
f?"(y) pour un certain y € M, et ainsi x — f"(y) € ker(f") = £7°°(0). On a
donc z = f"(y) + (z — f"(y)), ou f"(y) € f>(M) et x — f"(y) € f~>°(0). La
restriction de f & f~°°(0) est nilpotente car f~°°(0) = ker(f"). La restriction
de f & f°°(M) est surjective car f°(M) = f"(M) = fr+1(M). Elle est aussi
injective car f°(M) N f~°°(0) = 0 entraine aussi f*°(M) Nker(f) =0. 0

Corollaire 3.60 5i M est un module indécomposable artinien et noethérien
alors tout endomorphisme f € End(M) est soit nilpotent, soit un automor-
phisme de M.

Définition 3.61 Un anneau est dit local si I’ensemble de ses éléments non
inwversibles forme un idéal bilatére.

Exemple 3.62

(1) Fizons un nombre premier p. On vérifie que
m
Ly = {E :m,n € Z,p|/n}

est un sous-anneau de Q qui est un anneau local.

8Hans Fitting, 1906-1938.
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(2) Soit C(R) l’anneau des fonctions continues réelles. Alors J = {f :
f s’annule sur un voisinage de 0} est un idéal et le quotient C(R)/J
est un anneaw local.

(8) Un anneau dont tout élément non nul est soit nilpotent, soit inversible,
est un anneau local (voir la preuve du lemme 3.65).

Définition 3.63 Un module M est dit fortement indécomposable si End(M)
est un anneau local.

Lemme 3.64 Un module fortement indécomposable est indécomposable.

Démonstration. Un anneau local a la propriété suivante : pour tout x, x ou
1 — z est inversible. Si e est un idempotent alors on a e(1 —e) = 0, d’ou soit
1 —e =0, soit e = 0. Un anneau local ne peut donc posséder d’idempotent
non trivial. O

Lemme 3.65 Un module indécomposable artinien et noethérien est forte-
ment indécomposable.

Démonstration. Soit M un module indécomposable artinien et noethérien.
Il s’agit de voir que ’ensemble J des endomorphismes de M qui ne sont pas
des automorphismes est un idéal. Soit f € J. Par le lemme de Fitting f
est nilpotent, donc f ne peut étre ni injectif ni surjectif. Donc pour pour
tout g € End(M), gf ne peut étre injectif et fg ne peut étre surjectif, et ils
appartiennent & J. D’autre part, soit f1, fo € J et supposons f1 + fo & J.
Alors f1 + fo est inversible. Posons h; = fi(f1 + f2)~! € J, de sorte que
hi + ha = 1. Or hy est nilpotent, disons hj = 0, d’out (1 — h2)(1 + ho +
AR =1 =14 hy4 ...+ h (1 — hy). Cela est absurde puisque
1 — ho = hy € J n’est pas inversible. Donc J est bien un idéal. O

L’unicité de la décomposition dans le théoreme de Krull-Schmidt découle
alors du théoreme suivant.

Théoreme 3.66 Soit des modules M, N avec des décompositions

N=N,&...®N,,

tel que les M; sont fortement indécomposables et les N; indécomposables, et

supposons que M ~ N. Alors m = n et il existe une permutation i ~ 1’ tel
que M; ~ Ny .
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Lemme 3.67 Soit M,N des modules tel que M est non nul et N indé-

composable. Soit des homomorphismes M EN N L M tel que gf est un
automorphisme de M. Alors f et g sont des isomorphismes.

Démonstration. Soit s l'inverse de gf et posons t = sg (N BA M) et e =
ft. Alors on a tf = 1y et e = ftft = f 1yt = ft = e. Comme N
est indécomposable on doit avoir e = 1 ou e = 0. Or e = 0 entralnerait
1y = 1%\/[ =tftf =tef =0, ce qui n’est pas le cas puisque M # 0. Ainsi
ft = 1n. Donc f est un isomorphisme et g = s~'f~! aussi. O

Démonstration du théoréme 3.66 On utilise la récurrence sur le nombre n
de facteurs fortement indécomposables de M. C’est direct pour n = 1, on
considére donc n > 1. Soit M % N un isomorphisme, e; les projections sur
les facteurs M; de M, et f; les projections sur les facteurs N; de N. On
procede en trois étapes.

figeilns, e filn,

(1) On peut supposer que My — Ny et Ny — ~ Mj sont des
isomorphismes.
En effet, posons

hj = figer, kj=eg 'f;, 1<j<m

On a Y 1"kjh; = Y. e1g™ figer = erg™' Y figer = erg™! Inger = e
Puisque e1(My) = My et kjhj(My) C M, on peut considérer les restric-
tions e} = e1]y,, et (kjh;)" = (kjh;)|y,, comme des endomorphismes de M.
Comme e;?> = ey on a en fait ¢j = 1p,. Ainsi on a Y (kjhj) = 1a;.
Puisque End(M;) est local I'un des (kjh;) est inversible, c’est-a-dire un
automorphisme de Mj. Sans perte de généralité on peut supposer j = 1.
Posons h} = hily, et k} = ki|y, de sorte qu'on a les homomorphismes

K, K
M; = Ny — My et k{h} = (k1h1)’. On conclut par le lemme que h} et k]
sont des isomorphismes, tel que voulu.

(2) OnaM= gil(Nl) D (Mg ... D Mn)
En effet, vérifions d’abord que ¢g='(N7) N (Ma @ ... ® M,) = 0. Soit = €
g NN (M@ ...® M,) , disons * = g~ '(y), y € N1. On a e1(z) = 0,
de sorte que k| (y) = k1(y) = e1g ' fi(y) = e1g (y) = 0. D’out y = 0 car
e19~ ' f1 est un isomorphisme d’apres (1), et x = 0. Vérifions ensuite que M =
g Y (N1)+Ms+... M, . Notons que si z € g~ *(IN7) alors z, e2(z), . .., en(z) €
g Y(N1) + My + ... M, de sorte que e1(x) € g~'(Ny) + My + ... M, car
e1(r) =z —ea(x) — ... —ey(x). Ainsi e;g 1 (N7) C g1 (N1) + Mo + ... M,.
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Or e1g~ 1 (N1) = e1g™ 1 f1(IN1) = My d’apres (1), ce qui permet de conclure.

(3) On peut maintenant terminer a l'aide de la récurrence. En effet,
puisque g(g~!(N7)) = Ny, g induit un isomorphisme M/g~!(Ny) — N/Nj.
Mais alors par (2) on a M/g 1(Ny) ~ My @ ... ® M,,. Puisque N/N; ~
No@®...® Ny, on obtient un isomorphisme My ® ... & M, ~ No®...D N,
et on peut appliquer la récurrence. O



Chapitre 4

Polynomes et corps

Dans ce chapitre nous abordons trois problemes classiques de la théorie
des corps : la notion algébrique de dimension pour les variétés algébriques
affines, I'existence d’équations polynomiales non résolubles par radicaux, et
le dix-septieme probleme de Hilbert sur la représentation en somme de carrés
d’une fonction rationnelle positive.

4.1 Rappel de théorie des corps

On vérifie que pour un corps K et une famille de sous-corps (K;);cs de
K, NijerK; est un sous-corps de K (exercice 5.4.1). Ceci assure que si S
est une partie d'un corps K, alors il y a un plus petit sous-corps de K qui
contienne S. On l'appelle le sous-corps engendré par S. En particulier si Ky
est un sous-corps de K, on notera K((S) le sous-corps de K engendré par
KoUS.Si S ={s1,...,s,} on utilisera aussi la notation K(si,...,s,). Soit
K1 un corps et K un sous-corps de K7, on vérifie que si S une partie de K
alors K () coincide avec le corps des fractions de K[S], c’est-a-dire que

flxy,. .. xn)

g(z1,. .., oy

et que pour S, S’ des parties de K1, K(SUS’") = (K(S))(S) = (K(5))(S)
(exercice 5.4.2).

Soit K et L des corps tels que K C L. En particulier on peut voir L
comme un espace vectoriel sur K. On note L/K cette structure de module
et on parle de I'extension L/K. Par abus de langage on parlera aussi d'une
extension lorsque K est plongé dans L, en identifiant K avec son image dans
L. Le degré de l’extension L/K, noté [L : K], est la dimension de L comme

K(S)=H{ n>1lxz €8, f,g€ K[Xy,...,X,],9(x1,...,2,) # 0}

53
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espace vectoriel sur K. On dit qu’on a une eztension finie si elle est de degré
fini. On utilise souvent la notation schématique suivante pour représenter

une extension de corps.
L

|
K

Soit L/K et L' /K deux extensions du corps K. Un homomorphisme de
corps f: L — L’ est appelé un K — homomorphisme si f(k) = k pour tout
k € K, ou autrement dit si c’est aussi un homomorphisme de K-modules.

Exemple 4.1
1) C/R est une extension finie de degré deu.
2) Q(v/2)/Q est une extension finie de degré deu.
3) R/Q est une extension de degré infini.

4) Soit X wune indéterminée, alors Q(X)/Q est une extension de degré
infini. Pouvez-vous en trouver une base ?

Proposition 4.2 Soit K,K' et L des corps tels que K C K' C L. Alors
L/K est une extension finie si et seulement si L/K' et K'/K sont des
extensions finies, et alors [L: K] = [L: K'|[K" : K].

Démonstration. Supposons que L/K' et K'/K soient des extensions finies.
Soit x1,..., 7, une base de K’ sur K et y1,...,y, une base de L sur K.
Alors x1y1, x1Y2, . . ., T1Ym, - - - , TnYm forment une base de L sur K. En effet,
c’est un ensemble de générateurs puisque pour a € L, a = Ek;yj, pour
certains k; € K', et k:; = > k;jx; pour certains k;; € K, dotta = ) kijzy;.
C’est un ensemble linéaiement indépendant sur K puisque si ) kjjziy; =
0, pour cerains k;; € K, alors pour tout j, Y . kijjz; = 0 car les y; sont
linéairement indépendants sur K’, d’ou pour tout i,j, k;; = 0 car les z;
sont linéairement indépendants sur K. Supposons maintenant que L/K soit
une extension finie. L’argument précédent montre que si z1,...,z, € K’
sont linéairement indépendants sur K et y1,...,ym € L sont linéairement
indépendants sur K, alors les z;y;, 1 <i <n,1 < j <m, sont linéairement
indépendants sur K ; d’ou le résultat. O

Corollaire 4.3 Si [L : K| est un nombre premier alors il n’y a pas de corps
strictement compris entre K et L.

Exemple 4.4 Puisque [Q(+v/2) : Q] = 2, il n’y a pas de corps intermédiaire
entre Q et Q(v/2).
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Dans une extension de corps L/K, on dit que z est algébrique sur K
si il existe un polynéme f € K[X], non nul, tel que f(x) = 0. On dit

que z est transcendant sur K sinon. Soit le K-homomorphisme K[X] DL
d’évaluation en x, de sorte que ker(évy) = {f € K[X]: f(x) = 0}. On peut
donc remarquer que x est algébrique sur L si et seulement si ker(év,) # 0,
et = est transcendant sur L si et seulement si ker(év,) = 0.

Proposition 4.5 Soit K, L,x € L comme ci-dessus. Alors x est transcen-
dant sur L si et seulement si il existe un K-isomorphisme de K(x) sur le
corps des fonctions rationnelles K(X), qui envoie = sur X .

Soit L/K une extension et supposons z € L algébrique sur K. Soit
ker(év;) = (fo). En prenant fy unitaire, il est uniquement déterminé comme
générateur de ker(év,). On lappelle le polynome minimal de x sur K. C’est
le polynéme unitaire de plus petit degré qui s’annule en x. On vérifie que le
polynéome minimal de x sur K est caractérisé par les propriétés suivantes :
il est irréductible sur K, unitaire et x en est une racine.

Proposition 4.6 Soit L/ K une extension de corps, x € L algébrique sur K,
fo le polynome minimal de x sur K et n le degré de fy. Alors [K(z) : K| = n,
K(z) = Klz] ~ K[X]/(fo), et 1,z,2%,...,2" ! est une base linéaire de
K(z) sur K.

Démonstration. Soit fo(X) = X" +a; X" 1 +.. . +a™ Alors 1, z,22,... 2"}
sont linéairement indépendants sur K. En effet, une relation de dépendance
linéaire non triviale sur K donnerait un polynéme sur K de degré plus
petit que n dont x serait une racine, ce qui est absurde. Notons d’autre
part que 2" = —a "t — 2" = —qix, —agz™ — L —apr =
bia" L 4. 4 by, 22 =bia" +... 4 byx etc. De sorte que pour tout j, 7
est une combinaison linéaire sur K de 1,z,2%,...,2"7 1 et on a K[z] =<
Lz,22,...,2" ! >k. Or K[z] est un corps puisque fy est irréductible sur
K et qu’on a I'isomorphisme K[X]/(fo) ~ Klz]. O

ce.— Qp,

Corollaire 4.7 Soit x1,xo des éléments (dans des extensions de K) qui
sont algébriques sur K et qui possedent le méme polynome minimal sur K.
Alors K(x1) et K(x2) sont K-isomorphes par un isomorphisme qui envoie
X1 sur Ta.

Démonstration. En effet, chacune de ces extensions de K est K-isomorphe
a K[X]/(fo), ou fo est le polynéme minimal de 1 et zo. O
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Une extension algébrique L/K est une extension ot tous les éléments de
L sont algébriques sur K. Dans le cas contraire, on dit qu’on a une eztension
transcendante.

Exemple 4.8
1) C/R est une extension algébrique.
2) R/Q est une extension transcendante.
3) C/Q est une extension transcendante.
4) Q(v/2)/Q est une extension algébrique.

Proposition 4.9 Soit K un corps et x un élément dans une extension de
K. Alors x est algébrique sur K si et seulement si K(x)/K est une extension

finie.

Démonstration. Nous avons déja vu que si x est algébrique sur K ’extension
K(x)/K est finie de degré égal au degré du polynéme minimal de = sur K.
D’autre part, si K (z)/K est une extension finie alors 1, z, 22, 23,. .. ne sont
pas linéairement indépendants sur K. Il existe donc un entier n et des \; € K

tels que A, Z 0 et \pz™ + A2 14+ ... 4+ X =0. O
Corollaire 4.10 Toute extension finie est algébrique.

N.B. Attention, la réciproque n’est pas vraie. Nous verrons dans quelques
instants une extension algébrique qui n’est pas finie.

Proposition 4.11 Soit L/K une extension et x,y € L algébriques sur K.
Alors x +y,x — vy, xy, vy~ sont algébriques sur K.

Démonstration. Puisque x est algébrique sur K, K(z)/K est une extension
finie. Puisque y est algébrique sur K, il I’est aussi sur K (z). Donc K (z,y)/K
est une extension finie puisqu’elle est obtenue par deux extensions finies
successives. Il suffit alors de constater, par exemple, que K (z+y) est contenu
dans K (z,y) et d’appliquer la proposition précédente. O

Corollaire 4.12 Soit L/K une extension et S C L tel que tous les éléments
de S sont algébriques sur K. Alors K(S)/K est une extension algébrique.

Exemple 4.13 Soit S l’ensemble de tous les nombres complexes qui sont al-
gébriques sur Q et posons Q= Q(S). C’est un sous-corps de C qui contient
Q et lextension Q/Q est algébrique. Mais ce n’est par contre pas une ex-
tension finie. En effet, les polynomes X™ — 2 sont tous irréductibles sur Q,
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ce sont donc les polynomes minimauz des V2 et on a [Q(Y2) : Q] = n.
L’extension Q/Q contient donc des sous-extensions de degré arbitrairement
grand et ne peut donc pas étre finie.

On s’intéressera aux racines de polynémes sur un corps. On a le résultat
suivant.

Proposition 4.14 Soit K un corps et f € K[X], f # 0. Alors il existe une
extension de K ou f posséde au moins une racine.

Démonstration. Décomposons f en facteurs irréductibles sur K. En rempla-
cant f par un de ses facteurs irréductibles, on peut supposer f lui-méme irré-
ductible. Mais alors I'idéal (f) de K[X] est maximal et le quotient K [X]/(f),
qui est un corps et peut étre vu de fagon naturelle comme une extension de
K, est une extension de K ou f possede une racine, a savoir X + (f). O

En appliquant la proposition précédente un nombre suffisant de fois on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.15 1[I existe une extension de K ou f se factorise en facteurs
linéaires.

4.2 Corps algébriquement clos

Les corps algébriquement clos de caractéristique zéro sont ceux qui ont
« essentiellement »les mémes propriétés algébriques que les nombres com-
plexes.

Définition 4.16 Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynome
f € K[X] non constant posséde au moins une racine dans K.

On vérifie (exercice 5.4.3) que chacune des propriétés suivantes est équi-
valente a ce que le corps K soit algébriquement clos.

(1) Tout polynéme non constant f € K[X] se décompose en facteurs li-
néaires.

(2) Les seuls polynémes irréductibles de K [X] sont les polyndmes linéaires.

(3) Il n’y a pas d’extension algébrique propre de K, ou autrement dit la
seule extension algébrique de K est K lui-méme.
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Exemple 4.17
(1) Le corps des nombres complexes, C, est algébriquement clos.

(2) Le corps Q est algébriquement clos. En effet, soit f(X) = ap X" +
...+ ag un polynome de degré n sur @ Ce polynome posséde une
racine dans C, disons z. Mais alors z appartient a Q(ag, .. ., an, 2) qui
est une extension finie de Q (pourquoi?). Ainsi z est algébrique sur
Q. C’est donc un élément de @, et il est racine de f.

Proposition 4.18 Soit K et L des corps tels que K C L et L est algébri-
quement clos. Soit K* ’ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur
K. Alors K* est un sous-corps de L, c’est un corps algébriguement clos, et
K*/K est une extension algébrique.

Définition 4.19 Soit K un corps et K*/K une extension de K tel que K*
soit algébriquement clos et K* /K une extension algébrique. On dit alors que
K* est une cloture algébrique de K.

Exemple 4.20 Le corps Q est une cloture algébrique de Q.

Théoréme 4.21 (Steinitz) ! (1) Tout corps posséde une cloture algébrique.
(2) Soit K} et K deux clotures algébriques d’un corps K, alors Kf et K3
sont K-isomorphes. (3) Soient K et Ko deux corps isomorphes par un iso-
morphisme K1 LA Ko, et soient K} et K5 des clotures algébriques de K et

Ky. Alors K{ et K5 sont isomorphes par un isomorphisme K ¥, K5 qui
prolonge .

Nous ne vérifions que les points (1) et (2); (3) s’obtient avec des ajuste-
ments mineurs. Pour l'existence, il suffit par la proposition 4.18 de plonger
le corps de départ dans un corps algébriquement clos. 11 suffit en fait de pou-
voir plonger tout corps dans un corps ou tous les polynémes sur le corps de
départ ont au moins une racine. En effet, soit K un corps. Supposons qu’il y
ait une extension Kj de K telle que tout polynéme f € K[X] ait au moins
une racine dans K;. En itérant ce procédé on obtiendrait une extension Ko
de K telle que tout polynéme f € K;[X] ait au moins une racine dans Ko,
et ainsi de suite, c’est-a-dire qu’on obtiendrait une suite croissante de corps

KCK CKyCK3;C...CK,C...

'Ernst Steinitz, 1871-1928.
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telle que pour tout m, tout polynéme f € K,[X] possede au moins une
racine dans K,y1. Alors Ko = ;2| K, est un corps algébriquement clos
qui contient le corps de départ K.

Rappelons que si on fixe un polynoéme f € K|[X], on sait déja trouver une
extension de K ou f possede une racine (proposition 4.14). Il n’est pas diffi-
cile de voir qu’on peut faire la méme chose avec un nombre fini de polynémes.
Il suffit de répéter le procédé autant de fois qu’il faut pour traiter chaque
polynéme. La difficulté est donc de traiter tous les polynomes a la fois. Si le
corps de départ est dénombrable, alors 'anneau K [X] est aussi dénombrable
et on peut énumeérer les polyndémes sur K en une suite fy, f1, f2,.... On peut
alors raisonner de fagon analogue au paragraphe précédent et obtenir une
suite K = Ko C K1 C Ky C ... de corps telle que f, possede une racine
dans K,11. Alors la réunion U;’Ozl K, est une extension de K ou tous les
polyndémes sur K ont une racine. En général, on peut utiliser un bon ordre
sur K[X] et imiter la construction par récurrence précédente. Nous allons
procéder autrement.

Lemme 4.22 Soit K un corps. Alors K posséde une extension ot tous les
polynomes sur K ont au moins une racine.

Démonstration. Pour chaque polynome f € K[X], soit Xy une nouvelle
indéterminée. Soit A 'anneau des polynémes sur K en ces indéterminées,
qu’on pourrait noter K[{X; : f € K[X]}]. Soit I I'idéal de A engendré
par les f(Xy). Cet idéal est propre, c’est-a-dire que 1 ¢ I. En effet, sinon on
aurait une relation Y | h; fi(Xy,) = 1, ot h; € A. Or on a déja remarqué qu’il
y a une extension de K, disons K7, ou les polynomes fi, ..., f, ont chacun
une racine, disons 7; € K tel que f;(r;) = 0. On obtient un K-homorphisme
AL K7 en envoyant Xy, sur r; et les autres Xy n’importe ot. Mais alors
on aurait 1 = Y @(hy)p(fi(Xy)) = D w(hi) fi(ri) = 0, ce qui est absurde.
Ainsi, I'idéal I est contenu dans un idéal maximal propre, disons M. Mais
alors le quotient A/M est un corps qui est une extension de K et ou chaque
polynéome f € K[X] possede une racine, a savoir Xy + M. O

Nous avons maintenant établi I’existence de la cloture algébrique.

Pour I'unicité de la cléture algébrique, nous utiliserons le lemme de Zorn,
« Iétape d’induction »résidant dans le corollaire 4.7. En effet, soit K un
corps et considérons K7 et K3 deux clotures algébriques de K. Considérons
I’ensemble suivant

Fo {(L,g) : L est un sous-corps de K; contenant K,
B L% K3 est un K-homomorphisme}
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On vérifie que la relation suivante définit un ordre partiel sur F : (L1, g1) <
(L2,92) ssi L1 C Ly et g2|;, = g1- Ona que (F, <) est un ensemble inductif.
En effet F est non vide car on peut toujours prendre L = K et g =l'inclusion.
On laisse en exercice de vérifier la condition sur les chaines. Ainsi on peut
appliquer le lemme de Zorn a (F, <) et obtenir un élément maximal, disons
(Lo, go). Alors on doit avoir Ly = K7. Sinon, soit 1 € K} \ Zy, f(X) =
> a; X" le polynéme minimal de 2 sur Lo, et fa(X) = 3" go(a;) X* son image
par go. . Puisque K est algébriquement clos et contient K, fo possede une
racine x9 € K3. Mais fy est aussi irréductible sur go(Lg) et donc est le
polynéme minimal de x9 sur go(Lg). Par un calcul analogue au corollaire 4.7
on obtient un isomorphisme Lo(x1) < go(Lo)(x2) qui prolonge go, de sorte
que (Lo(z1),9) € F et (Lo, 90) < (Lo(1),9) ce qui contredit la maximalité
de (Lo, g0). Ainsi Ly = K7. Or on doit aussi avoir que l'image de go est
K3 tout entier. En effet, go(K) est aussi un corps algébriquement clos et
I'extension K3 /go(K7) est algébrique, d’ou ’égalité voulue. Cela complete
la démonstration du théoréme de Steinitz.

L’unicité de la cloture algébrique découle aussi du résultat suivant, plus
fort, mais qui demande aussi plus de travail.

Théoréme 4.23 (Lemme de Ax) (1) Soit K un corps et L1, Ly deux ex-
tensions algébriques de K telles que tout polynome f € K[X]| a une racine
dans L1 exactement quand il en a une dans Lo et vice versa, alors Ly et
Ly sont K-isomorphes. (2) Soient Ky et Ky deux corps isomorphes par un
isomorphisme K1 2, Ko, et sotent L1, Lo des extensions algébriques de K,
et Ko telles que tout polynome f € K1[X] a une racine dans Ly exactement
quand son image o(f) € K2[X] en a une dans Ly et vice versa, alors Ly et

Lo sont isomorphes par un isomorphisme L Y Lo qui prolonge .

On voit que I'unicité de la cloture algébrique est le cas particulier du
lemme de Ax ou les polynémes ont toujours une racine.

Nous utiliserons le lemme de Ax comme outil dans la solution du dix-
septieme probleme de Hilbert.

Du lemme de Ax nous n’allons donner qu’un exposé succinct de la dé-
monstration de (1), qui permettra d’illustrer les méthodes topologiques en
algebre. Nous avons besoin d’un peu plus de théorie des corps. Pour les
résultats énoncés sans démonstration nous renvoyons a [8].

Définition 4.24 Soit K un corps et f € K[X]. Un corps de rupture, ou
corps de décomposition, de f est une extension de K ou f se factorise en
facteurs linéaires et qui est engendrée par les racines de f. Autrement dit
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c’est une extension L/ K ot il existe a; € L tels que f(X) = (X —a1)... (X —
ap) et L=K(a,...,ay).

On a que tout polynome posséde au moins un corps de rupture : il suf-
fit d’aller a une extension ou le polynome donné se décompose en facteurs
linéaires grace au corollaire 4.15, et de prendre alors la sous-extension engen-
drée par les racines qui donnent la décomposition . On a 'unicité du corps
de rupture, a K-isomorphisme pres.

Proposition 4.25 Soit K et K' deux corps isomorphes par un isomor-
phisme K % K'. Soit f € K[X] et soit f¢ € K'[X] le polynéme obtenu
de f en appliquant ¢ aux coefficients de f. Soit L un corps de rupture de
f et L' un corps de rupture de f¥. Alors L et L' sont isomorphes par un

isomorphisme L Y, L' qui prolonge ¢.

Démonstration. On utilise le corollaire 4.7 comme pour 'unicité de la cloture
algébrique, mais en remplacant le lemme de Zorn par la récurrence sur le
degré de f. O

On obtient I'unicité du corps de rupture a isomorphisme pres en prenant
K = K’ et ¢ =l'identité. Soit K un corps et f € K[X]. On dit que f est
séparable sur K si f n’a que des racines simples dans un corps de rupture.
Soit L/K une extension et z € L un élément algébrique sur K. On dit que z
est séparable sur K si le polynéme minimal de x sur K est séparable sur K.
Une extension algébrique est dite extension séparable si tous les éléments sont
séparables. Cette notion prend tout son sens dans les corps de caractéristique
non nulle. En effet, on vérifie (exercice 5.4.4) qu’en caractéristique zéro toute
extension algébrique est séparable.

Exemple 4.26 Soit F,(X) le corps des fonctions rationnelles sur le corps
a p éléments Fp,. Soit Uextension Fy(a)/Fp(X), ot of = X. Le polynome
minimal de « est YP — X, mais on a YP — X =YP —aP = (Y — a)P. Ainsi

F,(«) est le corps de rupture de o et o n'est pas séparable sur Fp(X).

Exercice 4.27 En caractéristique zéro toute extension algébrique est sépa-
rable.

Théoréme 4.28 Si L/K est une extension finie séparable alors il existe
a€ L tel que L = K(a).

Démonstration du lemme de Axz. Nous ne considérerons que la caractéris-
tique zéro, ou toutes les extensions algébriques sont séparables. A titre
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d’illustration nous allons d’abord traiter le cas ou L;/K est une exten-
sion finie. Par le théoreme 4.28, L; = K(«). Soit f le polynéme minimal
de a sur K. Par hypothese, il existe 5 € Lo tel que f(5) = 0. Or f est
aussi le polynéme minimal de § sur K. Par le corollaire 4.7, il y a un K-
isomorphisme K (o) % K(f) tel que ¢(a) = 3. Il suffit maintenant de
voir que K () = Lg. Soit y € Lo et g son polynéome minimal sur K. Soit
Y1 = Y,Y2,...,Yn les racines de g dans Lo. L’extension K (B, y1,...,yn)/K
est aussi une extension finie séparable. Elle est donc de la forme K(z); soit
h le polynéme minimal de z sur K. Alors h a aussi au moins une racine
dans L1, disons x, et h est aussi le polynéome minimal de z sur K. Notons
que [K(z) : K] > [K(f) : K] = [K(a) : K]. 1l existe un K-isomorphisme
K(z) 9, K(x) tel que ¥(2) =x. On a K(¢(2)) C L1 = K(«). Or [K(¢(2)) :
K] =[K(2): K] > [K(«a) : K], ce qui entraine que K(¢(z)) = K(a). Ainsi
(K (=) : K] = [K(U(=)) : K] = [K(a) : K] = [K(8) : K], d'on K(z) = K(8)
et y € K(f3). Cela montre bien que Ly = K () et termine la démonstration
dans ce cas particulier.

Pour le cas général nous avons besoin de la notion suivante. Soit F un
corps intermédiaire entre K et L, qui est de la forme F = K(x1,...,Z,) ou
les x; sont les racines dans L1 d’un polynome irréductible sur K. Un tel corps
a la propriété remarquable que si E'/K est une sous-extension de L;/K tel
que E’ est K-isomorphe a F alors E' = FE : en effet, un K-isomorphisme
de FE dans E’ devra permuter les x; entre eux de sorte que £ C E’ et on
conclut en comparant les degrés sur K. On dira qu’une sous-extension F /K
de ce type est normale par rapport a Li/K. Posons

I ={FE : E/K est normale par rapport a L /K}

J ={F : F/K est normale par rapport & Lo/K}

Lemme 4.29 Tout H € I est K-isomorphe a un H' € J et un seul, et vice
versa.

Démonstration. L'unicité est garantie par la remarque faite sur les extensions
normales par rapport o L;. Pour I'existence, on procede de facon semblable
au cas particulier ou [L; : K] est fini, traité au tout début. O

Pour chaque F € I posons
Isor,/k(E) = {0 : o est un K-isomorphisme F % E on E €J}

Lemme 4.30 Pour tout F € I, IsoLQ/K(E) est fini et non vide.
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Démonstration. On sait que Isor,/x(F) est non vide. Fixons un op €
Isop, /k(E). Alors pout tout o € Isor, /k(E), aala est un K-automorphisme
de E. Puisque E/K est une extension finie, F n’a qu'un nombre fini de K-
automorphismes et donc Isop, /x(F) doit étre fini. O

En faisant le produit des Isor, x (E), chacun muni de la topologie dis-
crete, on obtient ’espace compact suivant.

X =[] Isor./x(E)
Eel

Pour Eq, Es € I tels que By C E5, posons
F(ErB) ={(0B)Eer € X 1 0py|p, = 0R, }
Lemme 4.31 Chaque F (g, ,) est un fermé non vide de X .

Démonstration. Soit Ey, By € I tels que By C Ey et soit o € Isop, /k(Es).
Alors o(E1) = E| € J, car E; € I. Pour E € [ : posons op = o pour
E =FE5 o = U|E1 pour E = Ey, et op arbitraire autrement. Alors on a
bien (0g)ger € F (g, E,)- D’'autre part F (g, g, est bien fermé puisqu’il n’y
a qu'un nombre fini de possibilités pour o, et og,. O

Lemme 4.32 Toule intersection finie de F (g, g,) est non vide.

Démonstration. Soit Ei;, Eyy € I,i = 1,...,n, tels que Ey; C FEo;. Alors
K(U; jE;j) est une extension finie de K et est contenue dans une certaine
extension E3/K ou E3 € I. Pour tout o € Isor, i (E3),0(Ei;) = Ej; € J,
de sorte que (0g)per défini par op = U|Eij’ pour E = Ejj;, et op arbitraire
autrement, appartient a (i F(g,, g,)- O

Par compacité, soit (o0g)ger € ﬂElgEQ F (E1,B,)- Notons que L1 = Uper B
et que pour tout Ey, E; € I il existe toujours F,, € I tel que Ey, E; C E,,.
Ainsi, par le choix de (0g)ger, on obtient un K-homomorphisme L; % Lo
en posant o(z) = og(x), si x € E. Puisque Ly = Upec F = Ugero(E), on
a o(Ly) = Lo, et o est un K-isomorphisme de Lq sur L. Cela termine la
démonstration du lemme de Ax.

Le théoreme des zéros de Hilbert, qui est une propriété fondamentale
des corps algébriquement clos, nous dit qu’un systeme d’équations et d’in-
équations polynomiales qui a une solution dans une extension d’un corps
algébriquement clos possede déja une solution dans ce corps algébriquement
clos. Les corps algébriquement clos sont donc pleinement « algébriquement
clos ». Le théoreme est & la base d’une correspondance entre les variétés
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algébriques affines et les idéaux premiers de polynomes, correspondance sur
laquelle nous reviendrons dans la section consacrée a la dimension des va-
riétés affines. Il est aussi connu sous le nom allemand « Nullstellensatz ».

Théoréme 4.33 (Théoréme des zéros) Soit K un corps algébriquement
clos et L une extension algébriquement close de K. Soit fi,..., fn,g €
K[X1,...,Xm]. Alors le systeme polynomial

filXq,..., Xm)=0

Fa(X1, .., Xm) =0
g(X1,..., Xm) #0

posséde une solution a valeurs dans L si et seulement si il en posséde une a
valeurs dans K.

Nous allons le déduire de 1’élégant lemme suivant qu’on trouve dans le
cours de Giraud [2]. Rappelons qu'un corps algébriquement clos est infini.

Lemme 4.34 Soit K un corps infini et M un idéal propre mazximal de
K[X1,...,Xm]. Il existe un changement de variables linéaire homogéne X; —
Y; tel que M N K[Ya,..., Y] soit mazimal dans K[Ya, ..., Yn].

Démonstration. Soit f € M. Posons f = F + ..., ou F est formé des termes
de plus haut degré de f, et soit v ce degré. Comme F' n’est pas constant et K
est infini, il existe a, ..., a;, € K non tous nuls tels que F(aq,. .., ay) # 0.

Disons a1 # 0, et posons X1 = a1Y; et X; = ;Y1 +Y;,i>2. 0On a
f(OqYl,CYQY1 + }/2, . ,Oémyl + Ym) = F(Oq, .. .,Oém))/ly 4+ ...

Posons R = K[Ys,..., Y] et S = K[X1,...,X,,] et soit P = M N R. Je dis
que P est un idéal propre maximal, ou ce qui est équivalent, que R/P est un
corps. En effet, on a 'inclusion canonique R/P < S/M et si a € R/P est
non nul, il admet un inverse a~! dans S/M. Notons que S/M est un R/P-
module noethérien, car R/P est un anneau noethérien et S/M est un module
de type fini sur R/P qui est engendré sur R/P par 1,Y7, Y, ... ’ylv—l (cf.
preuve de la proposition 4.6). Considérons la suite de R/ P-sous-modules de
S/M
R/P=<1>C<l,a!'>C<1l,at,a?>...
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Cette suite doit étre stationnaire. Cela entraine qu’il existe un entier k et
des b; € R/ P tels que

a k= bla_(k_l) + ...+ bk_la_l + b

d’ou
al=b+ba+...+ bkak*1

et a~! appartient donc & R/P. O

Corollaire 4.35 5i K est algébriquement clos et si M est un idéal propre
mazimal de K[X1,...,Xy], alors il existe ay,...,an € K tel que M =
(Xl *al,...,Xm *am).

Démonstration. On procede par récurrence sur m. Le cas m = 1 est direct.
Pour m > 1, avec la notation du lemme précédent, on obtient par récurrence
que P = (Ya—ba,...,Y,,—by,), pour certains b; dans K. Mais alors R/P ~ K
de facon canonique et puisque S/M est une extension algébrique de R/P on
a R/P = S/M. Soit a; la classe résiduelle de X; dans S/M = K. On voit
directement que M = (X1 —ay,..., X;n — ap). O

On peut alors déduire la direction non triviale du théoreme des zéros.
D’abord, en ajoutant une variable supplémentaire X, et en remplacant
I'inéquation g # 0 par X,,+19 — 1 = 0, on obtient le systeme équivalent

(X1, ., Xm) =0

fa(X1,..., Xm) =0
Xm+1g(X1, e ,Xm) —1=0.

On peut donc supposer qu’on n’a que des équations. Supposons que le sys-
téme d’équations a une solution dans l’extension L. Alors I'idéal engen-
dré par les f; doit étre un idéal propre. Soit M un idéal propre maximal
contenant fi,..., f,. Par le corollaire 4.35 il existe des a; € K tels que
M= (Xy—a,...,Xm —an) et ay,...,a, fournissent la solution cherchée.

On considere le corollaire 4.35 comme une version du théoréme des zéros.
On peut montrer (exercice 5.4.5) que le théoréme des zéros entraine & son
tour le corollaire 4.35.
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Degré de transcendance

La notion de dépendance algébrique est le pendant dans la théorie des
corps de la dépendance linéaire dans la théorie des espaces vectoriels. C’est
donc une notion fondamentale. Elle sera utilisée a la section suivante, via le
degré de transcendance qui en est issu, pour munir les variétés algébriques
d’une notion algébrique de dimension.

Définition 4.36 Soit L une extension d’un corps K.

(1)

(2)

Soient x1,...,x, des éléments de L. On dit que les x; sont algébri-
quement dépendants sur K s’il existe un polynome f € K[X1,..., Xy,]
non nul tel que f(x1,...,2,) = 0. Dans le cas contraire on dit qu’ils
sont algébriquement indépendants.

Soit A un sous-ensemble de L. On dit que A est algébriquement dépen-
dant sur K si un sous-ensemble fini de A l’est. Dans le cas contraire
on dit que A est algébriguement indépendant.

Autrement dit, x1,...,z, sont algébriquement dépendants si le noyau
de ’homomorphisme d’évaluation en x = (z1,...,zy),
€Uy

K[Xl,...,Xn] ;>K[x1,...,xn]

est non nul.

Exemple 4.37

(1)

(2)

(3)
(4)

On peut remarquer que x est algébriquement dépendant sur K si et
seulement si x est algébrique sur K, et donc algébriquement indépen-
dant sur K si et seulement si il est transcendant sur K.

On a le résultat suwivant de Lindemann?, que nous ne faisons qu’énon-
cer : soit a,...,a, des nombres complexes algébriques, si a,...,an,
sont linéairement indépendants sur Q, alors e®', ... e* sont algébri-
quement indépendants sur Q. En particulier, on obtient la transcen-
dance de e en prenant a = 1.

Dans le corps des fractions rationelles K (X1, ..., X,), X1,..., X, sont
algébriqguement indépendants sur K.

On vérifie que x1,...,x, sont algébriquement indépendants sur K si
et seulement si K(xy,...,x,) est isomorphe au corps des fractions
rationnelles K(X1,...,Xy), par un K-isomorphisme qui envoie X;
SUT ;.

2Ferdinand Lindemann, 1852-1939.



4.3. DEGRE DE TRANSCENDANCE 67

On peut remarquer que si 1, ..., z, sont algébriquement indépendants
sur K, alors il sont aussi linéairement indépendants sur K, puisqu’une re-
lation de dépendance linéaire sur K est donnée par un polynéme f €
K[Xi,...,X,] non nul de degré 1.

Lemme 4.38 Si x € K, alors x est algébriqguement dépendant sur K.

Lemme 4.39 Si x est algébrique sur K, alors il existe ki,...,k, € K tel
que x est algébrique sur le sous-corps de K engendré par ki, ..., ky.
Lemme 4.40 Un ensemble x1, ..., xy, est algébriquement dépendant sur K

si et seulement si il y a un x; tel que x; est algébrique sur K({x;:j #1i}).

Démonstration. Une direction est directe. Supposons x4, ..., z, algébrique-
ment dépendants sur K. On raisonne par récurrence. Si n = 1, il n'y a
rien & voir. Pour la récurrence, on peut supposer que zs,...,T, sont al-

gébriquement indépendants sur K. Soit f € K[X1,...,X,], f # 0, tel que
f(x1,. . ,2n) = 0. Posons f =3 i, fi(Xoy ..., Xn) X7, fi € K[Xo, ..., Xyl

Puisque f # 01'un au moins des f; est non nul, disons f;,. Alors f;,(x2,...,zy) #
0 car xo,...,x, sont algébriquement indépendants sur K. Ainsi
9(X)= > filws,. .., w0) X’
0<i<n

est un polynéme non nul tel que g(z1) =0et g € K(z2,...,z,)[X]. O

Le lemme suivant est analogue a la situation suivante dans les espaces
vectoriels : si x est une combinaison linéaire de yi,...,y, mais pas de
Y2, ..., Yn, alors y; est une combinaison linéaire de z,yo, ..., yp.

Lemme 4.41 Si x est algébrique sur K(yi, ..., yn) mais pas sur K(y2, ..., yn),
alors y1 est algébrique sur K(z,y2,...,Yn)

Démonstration. Soit f € K[X,Y1,...,Yy,], f #0, tel que f(z,y1,...,yn) =
0. Posons f = Y gcicy [iV1,..., )X ot d > 1,f; € K[Y7,...,Y,] et
fa(y1, - yn) # 0. On peut aussi poser f = Y .o gj(X, Yo, ..., V,)Y,
ou les g; € K[X,Y>,...,Y,] ne sont pas tous nuls. Il doit y avoir un j > 1
tel que g;(z,y2,...,yn) # 0, sinon la seule possibilité serait que g; ne dé-
pend pas de X pour j > 1 et alors on aurait f = go(X,Y2,...,Y,) +
2]21 g;(Ya,...,Y,)Y]. Donc X devrait apparaitre dans gy et x serait al-
gébrique sur K(y2,...,yn), ce qui n'est pas le cas. Ainsi y; est racine du
polynoéme non nul Zj 9;(,y2, ..., yn) X7 de degré au moins 1 et il est donc
algébrique sur K (z,y2,...,yn). O
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Lemme 4.42 Soit A un ensemble algébriguement indépendant sur K et x
un élément qui est transcendant sur K(A). Alors AU{x} est algébriquement
indépendant sur K.

Démonstration. On doit avoir z ¢ A. Supposons que A U {z} soit algébri-
quement dépendant sur K. Par le lemme 4.40 il existe y € A tel que y soit
algébrique sur K((A\ {y}) U{z}). Puisque A est algébriquement indépen-
dant sur K, y n’est pas algébrique sur A \ {y} (lemme 4.40), et donc x
serait algébrique sur K((A\{y})U{y}) = K(A) (lemme 4.41), ce qui serait
absurde. O

Définition 4.43 Soit L/K une extension de corps. Un sous-ensemble B
de L est appelé base de transcendance de L sur K si il possede les deux
propriétés suivantes :

1) lensemble B est algébriquement indépendant sur K ;

2) tout élément de L est algébrique sur K(B).

Exemple 4.44

(1) Si L/K est une extension algébrique alors, B = () est une base de
transcendance de L sur K.

(2) Soit L = K(Xy,...,X,) le corps des fractions rationnnelles sur K en
les indéterminées X1, ..., Xy, alors B={X1,...,X,} est une base de
transcendance de L sur K.

Les exemples précédents sont d’une certaine facon extrémes.

Théoréme 4.45 Toute extension de corps posséde une base de transcen-
dance et deux bases de transcendance ont toujours la méme cardinalité.

Démonstration. Pour 'existence on utilise le lemme 4.42 et le lemme de Zorn,
une base de transcendance étant un ensemble algébriquement indépendant
maximal. Pour ce qui est de la cardinalité, on peut distinguer selon qu’il
existe une base de transcendance finie ou non. Si il y a une base vide c’est
que l'extension est algébrique et il ne peut y avoir que cette base. Soit
L/K une extension et supposons qu’on ait une base de transcendance finie
B ={z1,...,2,}. Supposons que C' est une autre base de transcendance.

Lemme 4.46 Pour tout 1 < k < n+ 1 il existe y1,...,yp_1 € C tels que
{y1,- -, Yk—1, Tk, - . ., Tn} Soit une base de transcendance.
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Démonstration. On procede par récurrence sur k. Pour k =1 il n’y a rien a
voir. Supposons qu’on ait déja yi, ..., yk_2, c’est-a-dire que {y1, ..., yp_o,

Tk—1, Tk, ..., Ty} soit une base de transcendance.. Il doit y avoir un y € C
tel que y n’est pas algébrique sur K(y1,...,Yk—2, Tk, -.,Tn), sinon tous
les éléments de C le seraient, et puisque tous les éléments sont algébriques
sur K(C') on obtiendrait en particulier aussi que xj_; serait algébrique sur
K(yi,...yYk—2, Tk, - -, Zn). Mais ceci contredit I’hypotheése de récurrence se-
lon laquelle y1,...,Yrx_9, Tt_1, Tk, - - - , T, SONt algébriquement indépendants
sur K (lemme 4.40). Soit donc yx_1 € C qui ne soit pas algébrique sur
K(yi, .. Yk—2, Tk, ..., Zy). Par le lemme 4.42) y1, ..., Yk—2, Yk—1, Thy- - - , Tn
sont algébriquement indépendants sur K. Puisque y;_1 est algébrique sur
K(y1, .. Yk—2,Tk—1,Tky- .., Tpn), le lemme 4.41 assure que xj_; est algé-
brique sur K(y1,. .., Yk—2, Yk—1, Tk, - - -, Tpn) €t il sensuit que tous les élé-

ments de L sont algébriques sur K (y1, ..., Yk—2, Yk—1, Thy - - -, Tp). Ainsiyy, . ..

Tk, - .., T, forment une base de transcendance, ce qui complete la récurrence.
O

En appliquant le lemme avec & = n + 1, on obtient une base de trans-
cendance {yi1,...,yn} € C, dou {y1,...,yn} = C et on a fini. Le lemme
assure en méme temps qu’on a, ou bien seulement des bases de transcen-
dance finie avec le méme nombre d’éléments, ou bien seulement des bases
de transcendance infinie. Dans le cas infini, on peut procéder comme avec
les modules libres de rang infini (voir la proposition 3.26). Cela termine la
démonstration du théoreme.

Définition 4.47 Soit L/K wune extension de corps. On appelle degré de
transcendance de L sur K, noté degtr(L/K) ou degtriL, la cardinalité
d’une base de transcendance de L sur K.

Exemple 4.48
1) Si L/K est une extension algébrique, degtr(L/K) = 0.
2) Soit L = K(X1,...,Xy) le corps des fractions rationnnelles sur K en
les indéterminées X1, ..., Xy, alors degtr(L/K) = n.

Exercice 4.49

1) Montrer que deux corps algébriquement clos qui ont la méme caracté-
ristique et le méme degré de transcendance fini sur leur corps premier
sont isomorphes.

2) Montrer que deux corps algébriquement clos qui ont la méme caracté-
ristique et le méme degré de transcendance sur leur corps premier sont
isomorphes.

y Yk—25Yk—1,
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L’exercice précédent indique en quelque sorte la structure des corps al-
gébriquement clos et met en évidence ’analogie du degré de transcendance
avec la dimension des espaces vectoriels.

Les arguments utilisés a partir des propriétés de la dépendance algébrique
pour aboutir au degré de transcendance sont d’ordre tout a fait général. Stei-
nitz en a dégagé les propriétés fondamentales, qui se trouvent étre dans les
lemmes 4.38, 4.39,4.40, 4.41, et il a décrit une théorie générale des relations
de dépendance. Nous renvoyons a [4], chap. 3.

4.4 La dimension des variétés affines

Dans cette section nous utilisons le degré de transcendance pour définir
une notion algébrique de dimension pour les variétés algébriques affines.

Nous fixons un corps de base algébriquement clos K . On notera parfois
K[X] 'anneau de polynémes K[X7,..., X,].

Définition 4.50 Soit F' un ensemble de polynomes appartenant a l’anneau
K[Xy,...,Xy,], et soit E un sous-ensemble quelconque de K.

(1) Un point (x1,...,x,) € K™ est appelé un zéro de F si f(x1,...,2,) =
0 pour tout f € F.

(2) L’ensemble des zéros de F, noté Z(F) ou Zi(F'), est appelé un en-
semble algébrique affine, ou K-ensemble algébrique affine si on veut
préciser le corps de base K.

(3) On définit Z(E) ={f € K[X1,...,Xn]: f(x) =0, pour tout z € E}.
C’est l’ensemble des polynomes qui s’annulent en tout point de E.

On vérifie facilement que Z(FE) est un idéal de K[X1,...,X,].

Proposition 4.51 Soit F, Fy, F5 des ensembles de polynomes de K[X], et
E, Eq, Ey des sous-ensembles de K™.

(1) Fy 2 F, entraine Z(Fy) C Z(F);
(2) Ey D Ej entraine Z(E1) C I(Es) ;
(3) Z(I(E)) 2 E;

(4) Z(Z(F)) 2 F;
(5) L(Z(Z(E))) = Z(E) ;
(6) Z(Z(2(F))) = Z(F).
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La proposition précédente nous dit donc que pour tout ensemble algé-
brique A on a Z(Z(A)) = A. Il s’ensuit que la correspondance qui associe a
tout ensemble algébrique A son idéal Z(A) est injective, et que la correspon-
dance qui associe a tout idéal I son ensemble de zéros Z(I) est surjective sur
I’ensemble des K-ensembles algébriques affines. On a Z(Z([)) 2 I, mais pas
toujours Iégalité, par exemple pour I = (X?). Cela indique que les corres-
pondances ci-dessus ne sont pas biunivoques. On verra plus loin pour quelle
classe d’idéaux elles deviennent inverses 'une de l'autre.

Les ensembles algébriques A dont 'idéal Z(A) est premier ont des pro-
priétés particulieres.

Définition 4.52 Soit R un anneau commutatif et I un idéal de R. On dit
que I est un idéal premier, si pour tous x,y € R, xy € I entraine x € I ou
yel.

Les ensembles algébriques A dont I'idéal Z(A) est premier ont la propriété
suivante : A ne peut étre la réunion de deux ensembles K-algébriques plus
petits, c’est-a-dire que A = A; U Ay entraine A = Ay ou A = A,, ou
les A; sont K-algébriques. En effet, supposons A = A; U Ag,alors Z(A) =
T(A1) NZ(A2) et comme Z(A) est premier on obtient Z(A) O Z(A;) ou
Z(A) D I(As). Si, par exemple, Z(A) D I(A;) alors A C Ay, d’ou I'égalité.
En fait, cette propriété caractérise les ensembles algébriques dont 1’idéal est
premier.

Définition 4.53 Un K-ensemble algébrique A est dit irréductible s’il ne
peut étre la réunion de deuxr K-ensembles algébriques affines plus petits,
c’est-a-dire pour tous K-ensembles algébriques affines A; la relation A =
Ay U As entraine A = Ay ou A = As. Un tel ensemble algébrique est aussi
appelé une K-variété affine.

Proposition 4.54 Un K-ensemble algébrique affine A est irréductible si et
seulement si son idéal Z(A) est un idéal premier.

Démonstration. 1l reste a voir que si Z(A) n’est pas premier alors A n’est
pas irréductible. Supposons donc que Z(A) n’est pas premier, et soit fi, fo &
Z(A) tels que fifo € Z(A). Posons A; = Z(Z(A), fi),i=1,2. Ona A; C A,
1 = 1,2 . D’autre part, il existe un point x; € A qui témoigne de f; ¢
Z(A), donc tel que f(x;) # 0, dou z; € A;. Donc les A; sont des sous-
ensembles plus petits que A. Il reste & voir que A C A; U Ay, mais cela
découle directement de ce que f1fo € Z(A) : soit x € A, alors fi(x) fa(x) = 0,
d’ott f1(z) =0 ou fa(x) =0, et z € A; ou x € Ag selon le cas. O
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Exemple 4.55
(1) On vérifie qu’un point P € K™ est une K-varété affine.
(2) Soit V.= K™. On vérifie que V est une K-variété affine.
(8) Soit V= Z(XY), V n'est pas une varété affine puisque V.= Z(X) U
Z(Y).

Définition 4.56 Soit V' C K™ une K-variété affine. Son idéal Z(V') est
donc premier. On appelle anneau de V', noté K[V], l'anneau quotient
K[X1,...,Xn]/Z(V). C’est un anneau intégre dont nous noterons K(V') le
corps des fractions. On définit la dimension de V', notée dimV', comme étant
le degré de transcendance de K (V') sur K.

Exemple 4.57 Soit K =C, V = {(x,y) € C : y — 22 = 0}. On vérifie que
(V) = (Y — X?), que c’est un idéal premier de C[X,Y] et que dimV = 1.

Proposition 4.58 Soit V1, Vs des K-variétés affines.
(1) SiV et un point de K™ alors dimV =0;
(2) Soit V.= K", alors dimV =n;
(8) Si Vi C Vy alors dimVy < dimVs .
Nous complétons maintenant la discussion sur la correspondance entre
les ensembles algébriques et les idéaux de polynomes. Le théoreme des zéros

permet d’identifier la classe d’idéaux de polynomes qui est en correspondance
biunivoque avec les ensembles algébriques.

Définition 4.59 Soit A un anneau unitaire commutatif. On définit la racine
d'un idéal I, noté VI, comme suit

VI={a€ A: il existe un entier n tel que a™ € I}

autrement dit c’est l’ensemble des éléments dont une puissance appartient a

I.
Proposition 4.60 La racine VI d’un idéal I est aussi un idéal et I C /1.

Définition 4.61 Un idéal est dit radical si il est égal a4 sa racine, c’est-a-
dire si T = /1.

Exemple 4.62

(1) Tout idéal premier est radical.
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(2) L’idéal (XY) est un idéal radical, qui n’est pas premier.
Proposition 4.63 Pour tout idéal I de K[X1,...,X,], Z(Z(I)) =VI.

Démonstration. On vérifie directement que I C Z(Z(I)). 1l reste donc &
vérifier I'inclusion Z(Z(I)) € V1. Soit f € Z(Z(I)). Soit fi,..., fm des
générateurs de I. Considérons les polynomes fi,..., fm, 1 — T f de ’anneau
de polynémes & n + 1 variables K[X1, ..., X,,T]. IIs ne possédent dans K"
aucun zéro commun. En effet, un zéro commun z des f; est un zéro de I,
de sorte que f(z) =0 et donc 1 — T'f(X1,...,X,,) prend la valeur 1 en z;
ainsi les f; et 1 —T'f ne peuvent avoir de zéro commun. Par une conséqunece
du théoreme des zéros, fi,..., fm,1 — Tf engendrent I'idéal trivial (1) et il
existe donc des polynomes g;,g € K[X1,...,X,,T]| tels que

gfi+.. .+ gfnt+g(l-Tf)=1

En substituant % a T dans cette relation, on obtient

“ 1
giX1,...,Xn,—fiX1,...,Xn =1
24 o x) )

En chassant les dénominateurs, on en tire une relation de la forme

m

> hi(Xn, e X ) fi(Xy, LX) = (X X
=1

ou h; € K[Xy,...,X,] et s > 1 est un entier positif. C’est donc dire que

feVI. o
Corollaire 4.64 Si P est un idéal premier alors T(Z(P)) = P.

Il s’ensuit que les opérations I et Z établissent une correspondance bi-
univoque, 'une inverse de 'autre, entre les K-ensembles algébriques irré-
ductibles et les idéaux premiers de K[X]. On a plus.

Corollaire 4.65 Un idéal de polynomes de K[X1,...,X,] est l'idéal d’un
ensemble K -algébrique si et seulement si c’est un idéal radical.

Démonstration. En effet, on vérifie directement que l’'idéal d’un ensemble
algébrique est radical. D’autre part, si un I est un idéal radical alors c’est
Iidéal de son ensemble de zéros Z(I) par la proposition. O
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Il s’ensuit que les opérations I et Z établissent une correspondance bi-
univoque, 'une inverse de 'autre, entre les ensembles algébriques de K™ et
les idéaux radicaux de polynomes.

On généralise la notion de dimension & tous les ensembles algébriques a
I’aide du théoreme suivant, que nous nous contenterons d’énoncer.

Théoreme 4.66 Tout K-ensemble algébrique s’exprime d’une maniére unique
comme réunion finie non triviale de K-variétés, a savoir sans qu’aucune de
ces K-variétés ne soit contenue dans la réunion des autres.

Les K-variétés associées a un K-ensemble algébrique par ce théoreme
sont appelées ses composantes irréductibles. On définit alors la dimension
d’un K-ensemble algébrique comme étant le maximum parmi les dimensions
de ses composantes irréductibles.

4.5 La résolution par radicaux

On sait comment résoudre les équations quadratiques X2+aX +b = 0,
disons rationnelles, a,b € Q. Les racines sont données par la formule

—a++va?—4b
2

ou plus précisément par les formules

—a++Va?—4b

r1 = 2

—a—+Va?—4b
rTo—=— —7"—"——
2 2

Il est bon de souligner le fait que ces formules sont valables dans tous
les corps de caractéristique différente de 2. On pourrait dire qu’elles sont
universelles. On sait qu’il existe des formules semblables pour les équations
polynomiales de degré 3, X3 +aX? +bX +¢c=0

b 2a3 b 243 \ 2 2\ 3
R e I EETEE AN LR
3 2 2 3

2 3
AR i ) I
2 2 3
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et les équation polynomiales de degré 4, X4+ aX3 +bX?+cX +d=0

=3 () o () o )

oll o, 3,7 sont les racines de X3 — agX? — 4co X + dagcy — bg =0, et ag =
(b — %), bo = #a3 — Lab+c,co = 22a* + &a®b — Yac + d. Existe-t-il des
formules de ce genre pour chaque degré n = 5,6,7...7 La réponse a cette
question célebre est non, et c’est ce que nous allons voir. Cette question
est éclaircie par « la théorie de Galois », dont les idées sont parmi les plus
fécondes en mathématiques. Nous 'effleurerons a peine.

Pour fixer les idées et donner une formulation a la fois précise et commode
des résultats, nous allons supposer que toute la discussion se passe dans le
corps des nombres complexes C. On fera donc comme si tous les corps dont
nous allons parler s’y trouvaient, de méme que toutes les racines de tous les
polyndomes. Il y aurait plusieurs facons de faire une discussion compléetement
générale, par exemple travailler dans une cléture algébrique du corps de
base, mais la n’est pas notre propos. On peut dire que notre point de départ
est la résolution des équations rationnelles, c’est-a-dire sur Q, et que nous
nous contenterons d’illustrer les idées dans ce contexte.

Si on revient & 1’équation quadratique X2+ aX + b = 0, disons avec a, b
dans un corps K, et a ses racines x1, 9, on peut remarquer que

K(z1,22) = K(Va?—4b)

= K(a) ol =a>—4beK
On remarque aussi que les formules pour les degré 3 et 4 ne font intervenir
en plus des quatres opérations élémentaires +, —, X, =+, que des extractions
de racines.

Définition 4.67

(1) Soit K un corps. Un polynéome f € K[X] est dit résoluble sur K si il
existe une suite d’extensions K;i1/K; avec des éléments o; € K;, et
des entiers d; > 0,i=1,...,n tels que

K=KyCK CKyC...CK,=K;
ou Ky est le corps de rupture de f, et ou Kiy1 = Ki(aiq1), a?jff € K;,
autrement dit K;y1 = K;( 4+y/a;), a; = a?_fll € K;.

(2) On dira qu’un polynéme f est résoluble, si il est résoluble sur le corps
engendré par ses coefficients.
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Avec la notation de la définition, considérons un élément
T € Ky

Il peut s’exprimer
T = g(a1, Ozg)

oll g est un polynome a deux variables sur K. Utilisons la notation «; =

divy/a;
z = g(Nao, ¥/ar)

Puisque a; € K1 = K(agp), on a a3 = h(ag), ot h est un polynéme & une
variable sur K, disons h = Z;”:l b; X7, b; € K. On obtient

r = g<d%/@ dﬁ/m)

z = g(‘i\l/@ di/bo—i—bldg/a—i—...—s—bmd\l/a_lm)

De la méme facon, un élément x € K,, peut s’exprimer en termes d’éléments
de K al’aide des quatre opérations élémentaires et d’extractions de racines.
Ce sera donc le cas des racines de f, d’ot des « formules par radicaux » pour
obtenir les racines de f en termes d’éléments du corps K.

Exercice 4.68
(1) Tout polynome sur C est résoluble sur C.
(2) Tout polynome sur R est résoluble sur R.
(8) Tout polynéme quadratique est résoluble.
(4) Tout polynome de degré trois est résoluble.
(5) Tout polynoéme de degré quatre est résoluble.

(6) Si un polynome est résoluble sur K, il est résoluble sur toute extension

de K.

S’il existait des formules générales par radicaux pour les racines de tout
polynéme de degré n > 5, en particulier tout polynéme de degré n sur Q
serait résoluble par radicaux. Nous allons montrer qu’il existe des polynémes
rationnels de chaque degré n > 5 qui ne sont pas résolubles. Cela indiquera
qu’a partir du degré 5, il ne peut y avoir de formules générales par radicaux
pour les racines d’un polyndme.
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Définition 4.69 Soit E/F une extension de corps. Le groupe de Galois de
E/F, noté Gal(E/F), est le groupe des automorphismes de E qui coincident
avec lidentité sur les éléments de F', autrement dit les automorphismes o
tels que o(x) = x, pour tout x € F.

Exemple 4.70 Le groupe de Galois Gal(C/R) = {id,}, ot~ est la conju-
gaison compleze.

Soit K un corps et f € K[X], nous allons noter Ky le corps de rupture
de f sur K et nous allons noter Gk le groupe de Galois de K/K, qu'on
appellera groupe de Galois de f sur K. Soit f un polynoéme, on appellera
groupe de Galois de f son groupe de Galois sur le corps engendré par ses
coefficients et on le notera Gy. Comme un élément de Gy/x doit permuter
entre elles les racines de f et que K;/K est engendré par ces racines, il y a
un plongement de Gy i dans le groupe des permutations des racines de f,
identifiable & un groupe symétrique S,,. En particulier G, est un groupe
fini. 1 est en général difficile deE calculer & la main le groupe de Galois d'un
polynome. Quelques logiciels permettent certains calculs.

Rappelons qu’un groupe fini GG est dit résoluble si il posseéde une suite
de composition

G=Gy>Gi>Gy>...-G, =1

dont les quotients G;/G;y1 sont abéliens. Nous utiliserons le fait que tout
sous-groupe et tout quotient d’un groupe résoluble est aussi résoluble. Voici
le théoreme principal de cette section.

Théoreme 4.71 3 Si un polynéme f est résoluble sur K, alors le groupe de
Galois Gk est résoluble.

Pour trouver des polynomes rationnels non résolubles, il suffira donc d’en
trouver dont le groupe de Galois n’est pas résoluble. Or, a partir de n =5 le
groupe symétrique S, n’est pas résoluble puisqu’il possede un sous-groupe
qui n’est pas résoluble, a savoir le groupe alterné A,,, qui est simple mais
non abélien. On donnera un moyen de fabriquer des polyndémes de chaque
degré premier p > 5 dont le groupe de Galois est S, et cela suffira pour
obtenir des polynomes non résolubles de chaque degré n > 5.

Démonstration du théoréme 4.71. Supposons que f est résoluble sur K et
soit une suite d’extensions K;i1/K;

K=K CK CKyC...CK,=K;

3Les deux conditions sont en fait équivalentes.
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. d; . .
ott Kiy1 = Ki(aiy1), o) = a; € K. Soit m = didy ... d, et ¢ une racine

primitive m-ieme de 1. Posons K] = K;({). On obtient la nouvelle suite
d’extensions successives

KCK()=KjCK| CK,C...C K}, =K

Considérons Gal(K;/K) et Gal(K,,/K). Un élément o € Gal(K, /K) doit
permuter entre elles les racines de f et puisque K;/K est engendré par elles
on doit avoir o(Ky) = Ky. On a donc un homomorphisme de restriction

Gal(K!,/K) 2> Gal(K;/K)

De plus, K, est aussi le corps de rupture de f(X)(X™ —1) sur Ky de sorte
que par la proposition 4.25 'application de restriction ci-dessus est surjec-
tive. Ainsi Gal(K;/K) est un quotient de Gal(K,,/K) et on se rameéne &
montrer que Gal(K],/K) est résoluble. Avant de continuer, on peut remar-
quer que ker(p) = Gal(K},/Ky) de sorte que

Gal(K),/Kf) < Gal(K},/K)

et
Gal(K, /K)/Gal(K],/Ky) ~ Gal(K;/K)

A partir de la suite des K on obtient la suite de groupes suivante
Gal(K],/K) > Gal(K, /K{) > Gal(K],/K}) > ... > Gal(K},/K],) = 1

Notons d’abord que K, est le corps de rupture de X™ — 1 sur K, de sorte
qu’on a un homomorphisme de restriction Gal(K),/K) — Gal(K/(/K) sur-
jectif comme ci-dessus et dont le noyau est précisément Gal(K],/K|). On
obtient

Gal(K],/K}) < Gal(K],/K)

et
Gal(K],/K)/Gal(K] /K|) ~ Gal(K}/K)

C’est le début de notre suite de composition pour Gal(K),,/K). Pour conti-
nuer, on remarque qu'une fois ajouté ¢ au début on a aussi toutes les racines
d;-iemes de 1, de sorte que K{ 41 contient toutes les racines d;ii-iemes de
a; et est le corps de rupture de X9%+1 — q; sur K!. On a donc la méme
configuration que ci-dessus avec un homomorphisme de restriction surjectif

Gal(K| /K;) — Gal(K{H/Ki)
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dont le noyau est Gal(K,,/K], ), d’ot1
Gal(K}, /K[, ) < Gal(K, |K;)

et
Gal(K;,/K})/Gal(K} /Ky ,) ~ Gal(Kjy, /K;)

On a donc bien une suite de composition
Gal(K] /K) > Gal(K],/K{) > Gal(K],/K{) > ...> Gal(K],/K) = 1
dont les quotients sont
Gal(Ky/K) = Gal(K (C)/K)

et
Gal(K!,,/K]) = Gal(K/(o:)/K])

Il s’agit maintenant de voir que ces quotients sont abéliens. Pour Gal(K (¢)/K),
on remarque qu’on a un homomorphisme de restriction injectif

Gal(K(Q)/K) — Aut(pim)

de Gal(K(¢)/K) dans le groupe des automorphismes du groupe p,, des ra-
cines m-iémes de 1. On laisse en exercice de vérifier que Aut (i) est abélien ;
d’ott Gal(K (¢)/K) est aussi abélien. Pour Gal(K/(a;)/K}), soit (; € K| une
racine primitive d;yi-iéme de 1. On remarque qu’on a un homomorphisme
injectif

Gal(K(w)/Kj) = pa
de Gal(Kj(cy)/K;) dans le groupe fiq,, , des racines d;1-iemes de 1. En effet,
un élément o € Gal(K[(oi)/K]) est déterminé par o(q;) et permute entre
elles les racines de X%+1 — q; | qui sont oy, G, .. ., ;G L Si oloy) =
;¥ o est envoyé sur ¢;*. On laisse en exercice de vérifier que cela définit
bien un homomorphisme injectif. Il s’ensuit aussitot que Gal(K](c;)/K]) est
abélien. Cela termine la démonstration.

La théorie de Galois établit une correspondance biunivoque entre les
corps intermédiaires de Ky/K, f séparable, et les sous-groupes de G s/, en
associant a un corps intermédiaire K C £ C K le sous-groupe Gal(Ky/E).
Les sous-groupes normaux correspondent alors aux corps intermédiaires qui
sont eux-mémes des corps de rupture de polynéme séparable. Cette corres-
pondance permet de traduire des questions sur les corps en des questions
sur les groupes. Nous renvoyons a [8].

i+1

Nous allons maintenant construire des polynémes rationnels de chaque
degré premier p > 5 et dont le groupe de Galois est le groupe symétrique
Sp. Ces polynomes ne sont donc pas résolubles par radicaux.
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Lemme 4.72 Soit f € K[X] un polynome irréductible de degré d . Alors
Gy Kk opére transitivement sur les racines de f et d divise lordre de G

Démonstration. Rappelons que nous sommes implicitement en caractéris-
tique zéro de sorte que f posséde d racines distinctes z1,...,z4. On sait
quil y a un K-isomorphisme K(z;) % K(z;) tel que ¢(z;) = x; (corol-
laire 4.7). Or Ky est aussi le corps de rupture de f a la fois sur K (z;) et sur
K(z;). Le K-isomorphisme ¢ se prolonge donc en un K-automorphisme de
Ky (proposition 4.25) qui enverra z; sur z;. Cela montre que Gy opere
transitivement sur x1,..., x4, qui constituent donc 'unique orbite de cette
action. D’ou d = [Gy : Stab(w1)] et d | [Gf/k|. O

Lemme 4.73 Soit p un nombre premier et G un sous-groupe du groupe
symétrique S, tel que G contienne un élément d’ordre p et une transposition,
alors G = 5.

Théoréme 4.74 Soit f € Q[X] un polynéme rationnel irréductible de degré
premier p et qui ait exactement deux racines complexes non réelles, alors son
groupe de Galois est le groupe symétrique S,.

Démonstration. Par le lemme 4.72 on a p | |G|, et puisque p est premier G ¢
possede un élément d’ordre p. D’autre part, la restriction de la conjugaison
complexe donne un élément de Gy. Puisque f n’a que deux racines non
réelles, la conjugaison laisse invariantes les racines réelles et permute les
deux racines non réelles. La conjugaison est donc une transposition de G
vu comme sous-groupe de S, et on conclut par le lemme précédent. O

Nous indiquons maintenant comment fabriquer des polynomes rationnels
qui vérifient les hypotheses du théoreme précédent. Cette construction est
due & R. Brauer*. Nous suivons de prés I'exposé de [3]. On prend un nombre
entier positif pair m, un nombre impair k > 3, et des entiers pairs n1 < ng <
... < Nng_o. Considérons le polynéme

g(X) = (X2 +m)(X —n1)(X —ng)... (X —ng_a).

Les racines réelles de g sont n1,...,ni_o. Notons que pour tout entier im-
pair h, | g(h) |> 2. Par ailleurs, le graphe de g possede k—gg maximums

relatifs dont la valeur doit toujours étre strictement plus grande que 2 par
la remarque précédente. Ceci entraine que le polynéme

flx) =g(X) -2

4Richard Brauer, 1901-1977.
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possede % maximums relatifs dans l'intervalle (n1,ni_o) et ayant tous

des valeurs positives. Il s’ensuit que f possede k — 3 racines réelles dans
I'intervalle (ni,ng_2). Comme f(ng_2) = —2 et que f est éventuellement
toujours positif a droite de ng_o, f possede aussi une racine réelle plus
grande que ng_o. Le polynéme f, qui est de degré k, possede donc au moins
k — 2 racines réelles. Vérifions qu’on peut choisir m de sorte que les deux
racines qui restent ne soient pas réelles. Soit r; € C tels que

flx)=(X—=r1)...(x —rg).

En comparant nos deux expressions pour f on obtient les relations

k k—2
g T, = E Ng E rir; = E NsNy + M
i=1 s=1 i<j s<t

d’ou on tire

ZT? = (Zri)Z—QZrirj :an—Qm.

i<j

Si on prend m assez grand, on obtient er < 0 ce qui entraine que les
r; ne sont pas tous réels. Puisque f est un polynéme rationnel ses racines
non réelles viennent par paires de racines conjuguées. On se retrouve donc
maintenant avec un polynoéme rationnel f, et méme entier, qui a exactement
deux racines non réelles. Posons

f@) =X+ X1+ 4y

On voit que les a; doivent étre des entiers pairs. Par ailleurs, le terme
constant de f = g — 2 n’est pas divisible par 4 puisque celui de g l'est.
Le critere d’Einsenstein ° entraine donc que f est irréductible sur Q. On a
donc indiqué comment construire pour chaque entier impair £ > 5 un poly-
nome rationnel de degré k qui est irréductible et qui ne possede que deux
racines non réelles. On peut donc le faire pour chaque nombre premier p > 5
et obtenir un polynéme rationnel qui n’est pas résoluble. Pour obtenir un
polyndme rationnel non résoluble de degré quelconque d > 5, il suffit de
prendre un polynoéme rationnel qui n’est pas résoluble f de degré disons 5
et alors g = X% 2 f est de degré d et n’est pas résoluble puisqu’il a le méme
corps de rupture que f.

5Ferdinand Eisenstein, 1823-1852.
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4.6 Le dix-septieme probleme de Hilbert

Dans la liste de problemes que Hilbert présenta au Congres internatio-
nal des mathématiciens de 1900 a Paris, le dix-septieme pose la question
suivante : si une fonction rationnelle f(z1,...,z,) de n variables a coeffi-
cients rationnels ne prends que des valeurs positives ou nulles partout ou
elle est définie dans R"™, cette fonction doit-elle pouvoir s’exprimer comme
une somme de carrés de fonctions rationnelles a coefficients rationnels ? C’est
Artin® qui apporta une réponse positive en 1927, grace & la théorie des corps
ordonnables développée par lui et Schreier. Il démontre en fait le résultat
pour Q et pour tout autre sous-corps de R qui possede un seul ordre qui
en fasse un corps ordonné, ce qui inclut R lui-méme. On peut mentionner
le résultat remarquable de Pfister sur le nombre de carrés nécessaires sur
R : il est majoré par 2", résultat conjecturé par Ax aprés avoir montré le
cas n = 3 (pour n = 2, c’est Hilbert, pour n = 1, ¢’est un exercice). Notre
exposé de la solution du probleme de Hilbert s’inspire du traitement de A.
Robinson’ via la théorie des modéles.

Définition 4.75 Un corps ordonné est un corps muni d’une relation d’ordre
total qui est compatible avec les opérations algébriques, c’est-a-dire telle
qu’on ait T >y entraine x +a >y +a et xb > yb si b > 0.

Exemple 4.76
(1) Les nombres rationnels avec lordre habituel.
(2) Les nombres réels avec l’ordre habituel.

(8) Tout sous-corps des nombres réels avec l’ordre des nombres réels. Par

exzemple Q(v/2) ou encore Q(e).

(4) Il ne peut y avoir d’ordre qui ferait des nombres complexes un corps
ordonné. En effet, on voit que dans un corps ordonné tout carré d’un
élément non nul est strictement positif et on a toujours 1 >0 et —1 <
0. Or pour le nombre compleze non nuli on ai> = —1!

On peut remarquer que 'ordre d’un corps ordonné est compléetement
déterminé des que les éléments positifs sont déterminés. En effet, si P est
un sous-ensemble d’un corps K tel que 0 ¢ P, P est clos par rapport a
l'addition et au produit, PN—P = (), et K = PU{0}U—P, alors la relation
x < y définie par y —x € P est un ordre sur K qui en fait un corps ordonné.

SEmil Artin, 1898-1962.
"Abraham Robinson, 1918 -1974.
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Pour un corps K nous utiliserons la notation K* pour désigner K \ {0}, qui
est aussi le groupe multiplicatif deK.

Définition 4.77 Un corps est dit ordonnable si il peut étre muni d’au moins
une relation d’ordre qui en fait un corps ordonné.

Exemple 4.78

(1) Le corps des fractions rationnelles Q(T') est ordonnable. En effet, puisque
e est transcendant sur Q il existe un Q-isomorphisme de Q(T) sur Q(e)
qui envoie T sur e. Cet isomorphisme induit un ordre sur Q(T) qui
en fait un corps ordonné. On peut remarquer qu’il y a aussi un Q-
isomorphisme qui envoie T sur —e et ce nouvel isomorphisme induit
un ordre sur Q(T) ou cette fois on a T < 0.

(2) Le corps des nombres complexes n’est pas ordonnable.

Comme on I’a fait remarquer dans I’exemple précédent, il peut y avoir
plusieurs ordres possibles qui fassent d’un méme corps ordonnable un corps
ordonné.

Exemple 4.79 Un ordre sur le corps des fractions rationnelles réelles R(X)
est complétement déterminé par la coupure de X dans R, c’est-a-dire par les
mégalités a < X < b, a,b € R qui sont vraies pour cet ordre. En effet, il
suffit de voir qu’alors le signe de chaque polyndome est déterminé. Or tout
polynome f € R[X] se décompose en un produit

fX)=c(X —a)™ ... (X —an) ™ (X +01)>+ ) ... ((X +b,)2+2)*

d’une constante réelle ¢, de facteurs linéaires unitaires et de facteurs qua-
dratiques irréductibles unitaires. On voit que pour déterminer le signe de f
il ne reste qu’a déterminer le signe des facteurs linéaires unitaires X — a;,
qui sont déterminés par les inégalités données.

L’obstruction qui empéche les nombres complexes d’étre ordonnable n’est
pas la seule de son espece.

Proposition 4.80 Un corps est ordonnable si et seulement si —1 n’est pas
une somme de carrés.

Exemple 4.81 Tout corps de fractions rationnelles K(Th,...,Ty,) sur un
corps ordonnable est ordonnable.
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Nous utiliserons un raffinement de la proposition 4.80. On obtient celle-ci
en posant A = {1} dans la proposition suivante.

Proposition 4.82 Soit K un corps et A un sous-groupe multiplicatif de
K>, Alors K est ordonnable et il existe au moins un ordre sur K tel que
A > 0, si et seulement si —1 ne peut s’exprimer sous la forme Zaix%, ot
a; € A, z;, € K.

Démonstration. Une direction est claire. Supposons donc que —1 ne puisse
s’exprimer sous la forme Zaia:?, ou a; € A,x; € K. Alors toute somme
> aiaﬁ?, ou a; € A, x; # 0 doit étre non nulle. Nous allons obtenir un ordre
sur K & partir d'une partie appropriée de K* qui en formera les éléments

positifs (cf. remarque ci-dessus). Posons

2
a;T;
Zajyj

Ce sous-ensemble de K possede les propriétés suivantes :

tag,dy € Az, y; € K wy,y; # 0}

1) Py contient toutes les sommes de carrés non nuls de K ;

2) AC Fy;

3) Py est un sous-groupe multiplicatif de K*;

4) Py+ Py C Py, ou autrement dit Py est clos par rapport & ’addition.
On utilise le lemme de Zorn pour obtenir 'ordre voulu. Soit F la famille des
sous-ensembles de K qui posseéde les propriétés 1),2),3),4) ci-dessus. Alors

(F,C) est un ensemble inductif. Par le lemme de Zorn, soit P un élément
maximal de F.

Lemme 4.83 Pour tout x € K, non nul, si —x & P, alors P = P+ Px =
{b+ cx : b,c € P} est un sous-groupe multiplicatif de K qui est clos par
rapport a l’addition et qui contient x.

Démonstration. Notons d’abord que P; # (), puisque par exemple 1 + z =
14 1-2 € P;. On voit directement que P; est clos par rapport a ’addition.
Par ailleurs, pour by, b2, c1,c0 € P, on a

(by + c12) (b2 + cax) = (biba + crcax®) + (bica + bacy)z

et puisque biby + c1cax2, bico + bacy € P, ce produit appartient & P. Aussi,
P ne contient pas 0 car b+ cx = 0 avec b, ¢ € P entraine —x = be™ L. 1l faut
voir que P; est clos par rapport a I'inverse multiplicatif. Or on a

(b+cx) ™t = (b+cx)(b+cx) 2 =bb+ cx) 2 4 c(b+ cx) %
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qui appartient a P; puisque P est un sous-groupe multiplicatif qui contient
les carrés non nuls. Ainsi P; est bien un sous-groupe multiplicatif et en
particulier 1 € Py, disons 1 = b4cx,c,b € P. Alorsz = 1.2 = bx+ca? € P;.
O
On note que P C P, puisque PP; C Py (si a,b,c € P, alors a(b+ cx) =
ab + (ac)z € Pp). Par le lemme et la maximalité de P, on obtient que pour
tout z € K, non nul, x € P ou —z € P. Ainsi K = PU {0} U —P. Comme
0 € P et que P est clos par rapport & 1’addition, on a aussi PN —P =0 . 11
s’ensuit que P fournit 'ordre sur K voulu. O

Les sommes de carrés sont des éléments tres particuliers des corps or-
donnables.

Théoreme 4.84 Soit K un corps ordonnable. Un élément non nul de K
est une somme de carrés si et seulement si cet élément est positif pour tous
les ordres de K qui en font un corps ordonné.

Démonstration. 11 est clair qu'une somme de carrés non nuls est positive
pour tous les ordres sur K. Il s’agit donc de voir qu'un élément non nul qui
n’est pas une somme de carrés peut devenir négatif pour au moins un ordre
sur K. Soit donc un élément non nul a € K qui ne soit pas une somme de
carrés, et soit A le sous-groupe multiplicatif de K engendré par —a. Je dis
que A vérifie les hypotheses de la proposition 4.82. En effet, une relation de

la forme
-1 = Z aix? a; € A

se ramene, en regroupant les carrés, a une de la forme

—a() v+ > 7

ou —a doit apparaitre car K est ordonnable. Mais alors on aurait

1Y) (1Y)
ROk %)

et a serait une somme de carrés, ce qui est absurde. D’ou, par la proposi-
tion 4.82, l'existence d’un ordre qui fasse de K un corps ordonné et pour
lequel —a > 0, et donc pour lequel a < 0. O

Pour exploiter cette caractérisation des sommes de carrés en rapport
avec le dix-septieme probléeme de Hilbert, on introduit les notions de corps
réel clos et de cléture réelle d’un corps ordonné. Pour mettre en évidence
les ordres on désignera un corps ordonné par un couple (K, <) constitué du
corps lui-méme et de 'ordre <.
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Définition 4.85 Un corps est dit réel clos si il est ordonnable et posséde un
seul et unique ordre défini par x > 0 < Jy(y? = x) , et cet ordre est tel que
tout polynome qui change de signe aux extrémités d’un intervalle possede
une racine dans cet intervalle.

Exemple 4.86
(1) Les nombres réels forment un corps réel clos.

(2) Les nombres réels algébriques forment un corps réel clos. En effet,les
propriétés découlent de celles de R et du fait que les nombres réels
algébriques sont relativement algébriguement clos dans R.

Voici la propriété fondamentale des corps réels clos que nous allons uti-
liser.

Théoréme 4.87 (Théoreme de Sturm) Soit R un corps réel clos, f €
R[X] et a,b € R, tels que a < b et f(a)f(b) # 0. Soit la suite de polynémes
suivants associés o f : fo = f, f1 = f' le polynome dérivé de f, fi_1 =
9ifi — fiv1 ot deg(fiv1) < deg(fi); fix1 est Uinverse additif du reste de la
division euclidienne de f;—1 par f; de sorte qu’il y a un s tel que fsy1 = 0.
Alors le nombre de racines (distinctes) de f dans lintervalle (a,b) de R est
donné par Vg, — Vy, ou V. est le nombre de variations de signes dans la suite

fole), fu(e)s- - fs(e)-

Le théoreme de Sturm® se démontre comme dans les nombres réels et
la démonstration n’utilise que la propriété d’existence des racines pour les
polynémes qui changent de signe (voir, par exemple, [8] ou [6] ou [3]).

Définition 4.88 Soit (K, <) un corps ordonné et R/K une extension algé-
brique de K telle que R soit réel clos et que l'ordre de R prolonge 'ordre <
de K. On dit alors que R est une cloture réelle de (K, <).

Exemple 4.89
(1) Le corps des nombres algébriques réels est une cloture réelle de Q.

(2) Soit R un corps réel clos, K un sous-corps de R et K" la cloture
algébrique relative de K dans R. Soit < lordre induit par R sur K.
Alors K" est une cloture réelle de (K, <).

Le lemme suivant assurera l’existence d’une cléture réelle pour chaque
corps ordonné.

8Charles Francois Sturm, 1803-1855.
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Lemme 4.90 Soit (K, <) un corps ordonné, f € K[X] un polynéme irré-
ductible, et L = K[X]/(f). S’il existe a < b € K tel que f(a)f(b) <0, alors
il existe un ordre sur L qui prolonge l'ordre sur K et tel que a < X +(f) < b.

Démonstration. On procede par récurrence sur le degré de f. Soit n le degré
de f. On vérifie directement le cas n = 1. Pour n > 1, supposons qu’il n’y
ait pas de tel ordre. Alors par la proposition 4.82, il existe une relation de
la forme

1+chf12 € (f)

oun f € K[X],et ¢, =X —aouc¢ =b— X oucg € K,¢; >0. On peut
remplacer les f; par des polynoémes r; de degré strictement plus petit que n.
Soit alors h € K[X] tel que

1+ Zciriz = fh.

Il s’ensuit que n + deg(h) < 2n — 1 et deg(h) < n — 1. D’autre part en
évaluant en a et b on obtient dans (K, <)

0< 14> dp} = f(b)h(b).

Dot 0 < f(a)f(b)h(a)h(b) et ainsi h(a)h(b) < 0. Il existe alors un facteur
irréductible g € K[X] de h tel que g(a)g(b) < 0. Par récurrence, il existe un
ordre sur L' = K[X]/(g) qui prolonge 'ordre sur K et tel que a < X +(g) <
b. Mais cela contredit alors la relation 1+ ¢;r? = fghy = 0 dans L. Ceci
complete la récurrence. O

Théoréme 4.91 (1) Tout corps ordonné posséde une cléture réelle.

(2) Soit Ry et Ry deux clotures réelles d’un corps ordonné (K, <), alors Ry
et Ry sont K-isomorphes par un unique isomorphisme qui respecte [’ordre
sur K.

Démonstration. Soit (K, <) un corps ordonné.

(1) Dans une cloture algébrique fixée de K, on vérifie a 1’aide du lemme de
Zorn qu’il existe une extension algébrique maximale de K qui soit ordonné
avec un ordre qui prolonge 'ordre donné sur K, disons (R, <). Par le lemme
précédent, tout polyndéme qui change de signe aux extrémités d’un intervalle
posséde une racine dans cet intervalle. En considérant les polynémes X2 —a,
a > 0, on voit que 'ordre est défini par les carrés. Ainsi, R est une cléture
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réelle de (K, <).

(2) Soit Ry,Ry deux clotures réelles de (K, <). On peut remarquer d’abord
que tout K-isomorphisme de R; dans Ro respectera ’ordre ambiant puisque
dans chacun des R; l'ordre est défini par les carrés. Quant a I'unicité d’un
tel K-isomorphisme, on peut remarquer qu'un élément x € R; est racine
de son polynéme minimal sur K, disons f. Or un K-isomorphisme devra
envoyer x sur une racine de f dans Ro et fera aussi en sorte que f a le
méme nombre de racines dans R; que dans Rs; il induira donc une bijection
entre les racines de f de chaque coté et comme cette bijection doit préserver
I'ordre il ne peut y en avoir qu’une possible. Ceci montre alors que I'image
de z est completement déterminée, d’ou I'unicité de I’isomorphisme cherché.
Pour le trouver, par le lemme de Ax, il suffit de montrer que tout polynéme
f € K[X] possede une racine dans R si et seulement si il en a une dans
Rs. Soit donc f € K[X], qu’on peut supposer unitaire, disons f(X) = X"+
1 X" ' +.. . +a1X +ag. On vérifie que dans toute extension ordonnée de
K qui prolonge l'ordre sur K, les racines de f sont comprises dans 'intervalle
(—=M,M),ou M =1+ |ap—1]| + ...+ |ao| € K. Mais alors, par le théoreme
de Sturm, le nombre de racine de f dans R; et dans Rs est le méme et égal
aVoy—Vy. O

Soit R un corps réel clos . En utilisant la formule quadratique et le fait
que tout élément positif de R posseéde une racine carrée, on obtient que
R(i) ne possede aucune extension quadratique, ou encore que tout élément
de R(i) est un carré. En fait, R(i) est carrément algébriquement clos. Ceci
se démontre comme pour les nombres réels, en n’utilisant que la propriété
d’existence des racines pour les polynémes qui changent de signe (voir, par
exemple, [8], chap. IX, p.155). Ce résultat entraine qu'un corps ordonnable
qui est réel clos ne possede aucune extension algébrique propre ordonnable ;
et vice versa, par le lemme 4.90.

Théoréme 4.92 Soit R un corps réel clos et R(i)/R extension algébrique
ot i? +1 = 0. Alors R(i) est un corps algébriquement clos. En particulier,
les seuls polynomes unitaires irréductibles de R[X] sont les polynomes de
degré un et les polynomes quadratiques de la forme (X + b)? + c.

Corollaire 4.93 Soit R un corps réel clos. Un ordre sur le corps des frac-
tions rationnelles R(X) est complétement déterminé par la coupure de X
dans R, c’est-a-dire par les inégalités a < X < b, a,b € R qui sont vraies
pour cet ordre.
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Proposition 4.94 Soit R'/R une extension de corps réels clos et f(X1,...,Xp) €
R[Xy,...,X,]. Silinéquation f(X1,...,X,) < 0 posséde une solution dans
R/, alors elle en posséde déja une dans R.

Démonstration. Supposons donc que f(X7y,...,X,) < 0 possede une solution
Z1,...,%, dans R'. Considérons la suite

R C R(x1)" € R(x1,22)" € ... C R(z1,...,2,)" C R

ou " désigne le passage a la cloture réelle comme dans I'exemple 4.89. Cela
nous donne une suite croissante de corps réel clos R; telle que f(X1,...,X,) <
0 a une solution dans le dernier corps de la suite, et le degré de transcendance
de R;ji11 sur R; est 1. On peut donc supposer que le degré de transcendance
de R sur R est 1 puisque si on établit le résultat dans ce cas, alors, de proche
en proche, f(Xi,...,X,) < 0 aura une solution dans tous les R; et donc
dans R. Dans ce cas, fixons t € R’ \ R. Ce t est alors transcendant sur R et
lordre induit sur R(t) est déterminé par les inégalités a < t < b, a,b € R,
vraies dans R’ (cf. 'exemple 4.79). Notons que R’ est une cloture réelle de
R(t). Par le théoréme 4.91, le type d’isomorphisme de corps ordonné de R’
sur (R(t),<) est aussi déterminé par ces inégalités. Ceci fait en sorte que
f(X1,...,X,) <0 aura une solution dans toute extension réelle close R” de
R qui possede un élément u satisfaisant aux mémes inégalités ci-dessus que
t, puisque R” contient alors un sous-corps réel clos qui est R-isomorphe 2
R', & savoir la cloture algébrique relative de R(u) dans R”.

Lemme 4.95 I existe un sous-ensemble fini des inégalités a < t < b qui
posséde la méme propriété, c’est-a-dire tel que f(X1,...,X,) <0 aura une
solution dans toute extension réelle close R"” de R qui posséde un élément
satisfaisant ces inégalités.

Ce lemme permet alors de conclure puisque, étant donné un nombre fini
d’inégalités

a1 <t<by, aa<t<by, ... a,<t<b,

on se ramene a une seule

a<t<b
ou a = maxa; et b = minb;, et alors par exmple ¢y = “TH’ € R est tel que
a < tg < b. Par le lemme, f(X1,...,X,) <0 a aussi une solution dans R.

Démonstration du lemme. Soit T une nouvelle variable et posons

I=P;{a<T <b:a,be K et a<t<b est vrai dans R'})
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F():{XGP(I):E]’ioEI,H?GXHing}
J={Y eP():3X € i), XNY =0}

On procede par ’absurde. Supposons donc que pour chaque ¢ € [ il y ait
une extension réelle close R; de R et un u; € R; qui satisfait les inégalités
qui se trouvent dans i, mais que f(Xi,...,X,) < 0 n’ait pas de solution
dans R;. On vérifie que J est un idéal propre de I'anneau de Boole P(I)
(voir chapitre 2). Soit M un idéal propre maximal de P(I) contenant J.
Considérons I’anneau produit

g

€1
et posons
M = {(1‘2‘)1‘6[ € HRZ : {Z el:x; :O}CEM}
el
On vérifie que M est un idéal propre maximal de [[,.; R;. Posons R* =
[I;c; Ri/M. C’est un corps, qui est une extension de R par le plongement
diagonal a — (a)ier + M.

Lemme 4.96 Le corps R* est réel clos.

Démonstration. 1) Les carrés définissent un ordre. Posons P égal a 'en-
semble des carrés non nuls de R*.

1.1) P est clos par rapport au produit : clair.

1.2) PN —P = (). En effet, si x = y?> = —22, disons = = (x;) + M etc., alors
fiel:x#£0}Cliel m=y?=-22}eM,donficl:x; #0} € M
et x = 0. Ceci assure que PN —P = (.

1.3) R* = PU{0}U—P :soit x = (x;) + M, et posons y; = \/x;, si ; >0
dans R;, y; =0, si x; = 0, et y; = \/—x;, si ; <0 dans R;. Alors on a

IF=s{iel:z;>0tu{iel:x;=0}Uu{iel:z; <0}
0={icel:z;>0}Nn{iel:x;=0}Nn{iel:x;<0}eM
d’ou
{iel:x;>0}eMou {iel:z;=0}°eMou {iel:z;<0}e M.
Par exemple, si {i € [ : x; > 0} € M, alors {i € [ : x; = y?}° € M et
r=19y% oty=(y;) + M.

1.4) P est clos par rapport a l'addition : considérons une somme de deux
carrés 22 + y2. Si elle est nulle, argument fait en (1.2) entraine x = y = 0.
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Si elle est égale & moins un carré, c’est- a-dire 2 4+ y?> = —z2, alors comme
en (1.2) ceci entraine x = y = z = 0. D’ou le résultat.

Ces quatre propriétés assurent que les carrés définissent bien un ordre
sur R* qui en fait un corps ordonné.
2) Un polynome qui change de signe aux extrémités d’un intervalle y a une
racine. Soit un polynoéme g € R*[X] et a,b € R*, a < b tels que g(a)g(b) < 0.
Disons a = (a;) + M, b = (b;) + M, g = (9;) + M au sens naturel, ou g; €
R;[X]. On peut remarquer que g(a)g(b) = (gi(a;)gi(b;)) + M. Ceci entraine
que {i € I : gi(a;)gi(b;) < 0}¢ € M. Pour chaque i tel que g;(a;)gi(b;) <0
soit x; € R; tel que a; < z; < b; et gi(x;) = 0, et pour les autres i posons
x; = 1. Alors on a

{i cl: a; < T; < bl' et gl(l‘l) = 0} D) {Z el: gi(a,-)gi(bi) < 0}

{’i el:a; <x;<bet gz(xl) = O}C C {Z el: gi(ai)gi(bi) < O}C e M
d’ou
{iel:a; <x; <bjetgi(x;) =0} M

ce qui entraine que a < x < b et g(z) =0 dans K*. O

Posons u = (u;) + M. Soit une inégalité a« < T' < b de I. On peut
remarquer que

{ielia<u<b}D{iel:{a<T<b}Ci}eF

d’olu
{ielia<u<b}*C{iel:{a<T<b}Ci}eM

ce qui entraine que a < u < b dans R*. Ainsi u satisfait foutes les inégalités
a < T < b satisfaites par t dans R’. D’autre part, soit x1, ..., z, € R*, disons
rj = (xj;) +M.Ona{icl: f(xy,...,2n;) >0} =1, et donc {i € I:
f(z14y .- 2n;) >0} =0 € M, ce qui entraine que f(x1,...,z,) > 0 dans
R*. 1l s’ensuit que f(Xi,...,X,) < 0 n’a aucune solution dans R*. Mais
ceci contredit la propriété de 'ensemble des inégalités a < t < b puisque u
est un élément de R* qui les satisfait toutes. Ceci conclut la démonstration
du lemme et de la proposition.

Nous pouvons maintenant donné la solution du probleme de Hilbert.
Soit f(X1,...,X,) une fonction rationnelle a coefficients dans Q et telle
que Yz € R", f(x) > 0, partout ou elle est définie. Considérons le corps
ordonnable Q(X1,...,X,,), il suffit de montrer que f est positif pour tout
ordre sur Q(X1,...,X,) qui en fasse un corps ordonné. Supposons que ce
ne soit pas le cas et soit un ordre < sur Q(Xj,...,X,) tel que f < 0. Soit
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R’ la cloture réelle de Q(X1,..., X,,) pour cet ordre. Alors Xi,...,X,, € R
forment une solution de l'inéquation f(z1,...,2,) < 0 . Or R’ est aussi
une extension des nombres réels algébriques, qui forment la cloture réelle de
Q. Par la proposition 4.94, f(z1,...,x,) < 0 a aussi une solution dans les
nombres réels algébriques, ce qui est absurde.



Chapitre 5

Exercices

5.1 Lemme de Zorn

5.1.1

(Axiome du choix = lemme de Zorn) Soit (F,<) un ensemble
partiellement ordonné non vide, 7 une fonction de choix sur F, c’est-a-dire
une fonction 7 : P*(E) — E telle que 7(Y) € Y pour tout Y.

Définition. Une chaine A de E est appelée une 7-chaine, si pour tout segment
initial 1 S de A, S # A, on a que min(A\S) existe et est égal & 7(Mg), ot
Mg ={x € E:x>y,Vy € S}, 'ensemble des majorants stricts de S dans
E.

Par exemple, {7(E)} est une 7—chaine qui est un segment initial de toutes
les autres (& cause du segment initial S = )). Montrez les lemmes suivants.

(a) Lemme 1. Toute 7— chaine est bien ordonnée par < . (Aide : soit A une
T—chaine et X C A, X # (); vérifiez que S={a € A:a < z,Vz € X}
est un segment initial de A et S # A.)

(b) Lemme 2. Soit A, A’ deux 7-chaines. Alors A est un segment initial de
A" ou A’ est un segment initial de A. (Aide : soit

So = U{S : S est un segment initial de A et A’}

vérifiez que Sy est un segment initial de A et A’ et qu’on doit avoir
So=AouSy;=4")

LCest-a-dire, pour tout z € S et y € A,y < x entraine y € S. L’ensemble vide est, par
défaut, un segment initial.

93
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(c) Lemme 3. Soit A = |J{A : A est une 7-chaine}. Alors (1) Ay est
une 7-chaine et (2) Ay n’a pas de majorant strict. (Aide : (1) soit S
un segment initial de Ao, S # Ao, € Ax\S, A une 7-chaine telle
que x € A. Utilisez le lemme 2 pour vérifiez que S C A; (2) considérer
M={xeFE:z>yVy € Ax}.

(d) Lemme 4. Si (E, <) est inductif, alors il possede au moins un élément
maximal. (Aide : considérer A.)

5.1.2
Soit I un ensemble non vide. On dit que F C P(I) est un filtre propre
sur [ si
1) 0gF,IeF
(2) A, Fhe F=FNFKcF
38) i CFetFLe F=FcF

On dit que F est un wultrafiltre si F est un filtre propre tel que pour tout
FeP(I),F e Foul\F € F. Montrez qu’un filtre propre est un ultrafiltre
si et seulement si il est maximal par rapport a 'inclusion. Montrez que tout
filtre propre sur I est inclus dans au moins un ultrafiltre.

5.1.3

Soient D, G, H des groupes abéliens tels que H C G et D est divisible,
c’est-a-dire que pour tout entier n > 2 et tout y € D il existe au moins un
z € D tel que n.z = y. Montrez que tout homomorphisme f : H — D se
prolonge en un homomorphisme f : G — D.

5.2 Catégories et foncteurs

5.2.1

Dans les catégories de structures mathématiques vérifiez qu’une fleche
qui est une section est toujours une application injective, et qu’'une fleche
qui est une rétraction est toujours une application surjective. N.B. On n’a
pas en général les réciproques.

5.2.2
Soit I un ensemble infini et Fr = {X € P(I) : I\ X est fini}.
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(a)
(b)

Vérifiez que Fr est un filtre propre sur I (voir 'exercice 5.1.2).

Soit F un ultrafiltre fixé tel que Fr C F, A un anneau unitaire com-
mutatif, A’ Panneau des fonctions de I dans A, et

Jp={feA :{iel:f(i)=0}erF}

Vérifiez que Jr est un idéal de Al

Soit F comme en (b). Vérifiez que la correspondance A +— Al/J T
induit de facon naturelle un foncteur F' : ANN — ANN. On l'appelle
le foncteur ultrapuissance associé a F.

Méme notation qu’en (c). Montrez que si A est un corps, alors F'(A)
aussi.

Méme notation qu’en (c). Soit K un corps et posons K* = F(K). L’ap-
plication diagonale qui associe a chaque x € K la fonction constante
correspondante de K est un homomorphisme. On obtient donc un ho-
momorphisme injectif K <— K* et on peut identifier K a un sous-corps
de K* par ce plongement. Soit un systéme polynomial fi(x1,...,z,) =
0,...,fm(z1,...,xn) =0,9(z1,...,2,) #0,0u fi,g € K[X1,...,X,].
Montrez que ce systeme polynomial possede une solution a valeurs
dans K si et seulement si il possede une solution a valeurs dans K*
(en considérant K C K* comme ci-dessus).

5.2.3

Soit C une catégorie ayant la propriété que pour toute fleche f il existe
des fleches g, h telles que f = hg, g est une rétraction et h est une section.
Démontrez que toute catégorie D équivalente a C possede la méme propriété.

5.2.4

(1)

(2)

Vérifiez que P : ENS — ENS tel que défini a I'exemple 2.30 est bien

un foncteur contravariant.

Soit C une catégorie tel que pour tous objets A, B, Homp (A, B) est
un ensemble (par exemple GR). Fixons un objet A de C. Vérifiez que
hy : C — ENS tel que défini & 'exemple 2.30 est bien un foncteur
contravariant.
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5.2.5

Soit F,G : C — D deux foncteurs et n : F — G une transformation
naturelle telle que pour tout objet A de C, 174 est un isomorphisme. Montrez
que 7 est un isomorphisme de foncteurs.

5.2.6

Soit P : ENS — ENS le foncteur contravariant ensemble des parties
déja vu. Vérifiez que le foncteur contravariant P est isomorphe au foncteur
contravariant he, ot 2 = {0,1}, c’est-a-dire trouvez des transformations
naturelles 7 : P — hg et { : hg — P telles que n§ = 1h2 et {n = 1p. (On
dit que P est représentable, et qu’il est représenté par 2.)

5.2.7

Pour un groupe fixé G on définit la catégorie des G-ensembles, notée
G — ENS : un objet est un couple (X, o) formé d’un ensemble X et d’une
action & gauche G x X = X de G sur X ; une fleche (X1, 0) ER (Xg,0) est
donnée par une fonction f : X7 — Xs qui préservent ’action de G, c’est-a-
dire telles que f(gox) = go f(x),Vg € G,Vz € X;. Soient G, H des groupes
et ¢ : G — H un homomorphisme. Soit ¢* : H —ENS — G —ENS définie par
©*(X,0) = (X, 04), oll o, désigne 'action de G définie par go, (z) = p(g)ox
et ¢*(f) = f, f vue comme application.

(a) Vérifiez que ¢* est un foncteur.

Vérifiez que si ¢ est un isomorphisme, alors ¢* est une équivalence.

Montrez que si p* est essentiellement surjectif, alors ¢ est injectif (N.B.
go € G est 'élément neutre si Vg € G, gog = g).

*

(d) Montrez que si ¢* est plein et fidele, alors ¢ est surjectif. (Aide :
considérez Homy_cnrg({1},Y), ot Y est 'ensemble des translatés a
gauche de ¢(G) sur lequel H opere par translation & gauche.)

Ainsi, par (a),(b),(c),(d), ¢ est un isomorphisme si et seulement si p* est
une équivalence.

5.2.8

(a) Soit A une algebre de Boole et C(S(A),2) 'anneau des fonctions
continues de S(A) dans 2. Vérifiez que I'application

év: A — C(S(A),2)
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qui associe & chaque élément a € A la fonction d’évaluation en a, est un
isomorphisme d’anneaux.
(b) Vérifiez que ’homomorphisme diagonal

5:A— [ A/M
MeS(A)

défini par §(a) = (a + M)pres(a), est injectif.

5.3 Modules

5.3.1

Il y a correspondance biunivoque entre les A-modules & gauche et les
homomorphismes d’anneaux de A dans les anneaux d’endomorphismes de
groupes abéliens. A un A-module & gauche M on associe I’homomorphisme
prm 2 A — End(M,+), qui associe a chaque a € A son action sur M. A
chaque homomorphisme d’anneaux unitaires p : A — End(M,+), ou M est
un groupe abélien, on associe la structure de A-module a gauche Ax M — M
donnée par am = (p(a))(m). Vérifiez d’abord ces procédés et ensuite qu’ils
sont inverses I'un de 'autre.

5.3.2

Définition. Soit A un anneau commutatif et M un A-module. On dit
que x € M est un élément de torsion si il existe a € A, a # 0 tel que ax = 0.
On dit que M est sans torsion s’il ne possede aucun élément de torsion non
nul et on dit que M est un module de torsion si tous ses éléments non nuls
sont de torsion. On définit

ann(M) ={a € A:Vx € M,ax =0}

On peut vérifier que c’est un idéal de A.

(a) Vérifiez que si A est un anneau integre?, alors les éléments de torsion
d’un A-module M forment un sous-module, disons 7' (appelé le module
de torsion de M), et que M /T est un module sans torsion.

(b) Vérifiez que tout module libre sur un anneau integre est sans torsion.

2est-a-dire commutatif et o le produit de deux éléments non nuls est non nul.
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5.3.3

Soit A un anneau principal® et N un A-module de torsion de type fini tel
que ann(N) = (p"), ou p € A est irréductible. Posons N = (z,y1,...,yk),
ol on peut supposer que ann({x)) = (p").

(a) Vérifiez que pour tout sous-module N’ C N,ann(N’) est de la forme
(p'), on 0 < i < .

(b) Montrez que N est une somme directe finie de modules cycliques :
par induction sur le nombre de générateurs (1) considérez N/(x) et
I’hypotheése d’induction pour obtenir une somme N = (z) 4 (z1)+...+
(xs), telle que pi.x; € (x), ou 0 < n; < n;(2) disons p"i.x; = a;z,
vérifiez que p" "a; € ann((x));(3) disons p" "ia; = t;p" et posons
zi = x; — t;.x, vérifiez que N = (z) @ (21) D ... D (zs).

5.3.4

Soit A un anneau principal et N un A-module de torsion de type fini.

(a) Montrez que si N est cyclique et ann(N) = (p™), pour un élément
irréductible p € A, alors N est indécomposable.

(b) Montrez que si N est indécomposable, alors N est cyclique et ann(N) =
(p"™), pour un élément irréductible p € A. (Aide : (1) vérifiez que
ann(N) est non nul ; (2) disons ann(N) = (a), et supposons a = byba,
avec b1by, non inversibles et relativement premiers, vérifiez qu’on au-
rait alors N = Ny @ No, ou N; = {by.x : x € N} ; (3) concluez en
utilisant I’exercice précédent.)

5.3.5

Soit A un anneau principal.

(a) Montrez que si M est un A-module libre de rang r, alors tout sous-
module de M est libre de rang au plus r. Procédez par induction sur
le rang :

(1) Vérifiez pour r = 1.

(2) Soit N un sous-module et xy,...,z, une base de M, considérez
N' = NN {(zg,...,z,) et la suite exacte

0N —-N-—-N/N -0

3 Anneau principal : intégre et ol tout idéal est principal, c’est-a-dire de la forme (x).
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(b) Vous allez montrer que si M est un A-module sans torsion de type
fini, alors M est libre de rang fini. (1) Utilisez le fait que M est noe-
thérien pour montrer qu’il existe un sous-ensemble fini linéairement
indépendant maximal ; soit L le sous-module engendré par cet en-
semble ; (2) montrez que ann(M/L) est un idéal non nul; (3) disons
ann(M/L) = (t), montrez que lapplication f(z) = tx est un homo-
morphisme injectif de M dans L et utilisez (a) pour conclure.

(c) Vérifiez que pour @ € A, non nul, le A-module A/(a) est artinien.
(Aide : A est un anneau factoriel.)

(d) Soit M un A-module de type fini et 7" son module de torsion. Montrez
que T est artinien : (1) vérifiez que T est de type fini ; (2) considérez
ann(T) et utilisez (c) pour montrer que 7 est I'image d’un A-module
artinien.

(e) Soit M un A-module de type fini. Montrez que M est isomorphe a
une somme directe d’'un A-module libre de rang fini et d’un nombre
fini de A-modules de torsion de type fini indécomposables et que cette
représentation est essentiellement unique au sens suivant : soit 7' son
module de torsion, montrez que M est isomorphe & M /T ®T et utilisez
le théoreme de Krull-Schmidt.

N.B. On peut montrer directement (exercice précédent) que les A-modules
de torsion de type fini indécomposables sont les modules cycliques N tels
que ann(N) = (p"), ou p est un élément irréductible de A. Ainsi, on obtient
le théoreme classique de structure des modules de type fini sur un anneau
principal. En particulier, pour les groupes abéliens de type fini (A = Z).

5.3.6

Montrez que la propriété universelle du théoreme 3.14 caractérise la don-
née du produit et de ses projections (H M;, (pi)ier) a isomorphisme pres.
el
De méme, pour la somme avec ses injections (@ M;, (ti)ier)-
i€l

5.3.7

Montrez que si A est un anneau unitaire noethérien, alors il ne peut
exister d’entiers distincts m,n tels que les A-modules libres A(™) et A™)
soient isomorphes. Déduisez alors qu’il ne peut y avoir de A-module libre
ayant des bases finies de cardinalité différentes.
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5.3.8

Soit R un anneau unitaire, M le R-module R™ | et A Panneau des en-
domorphismes de R-module de M. La fonction identité forme une base du
A-module 4A. D’autre part, soit (e,)nen la base canonique du R-module
M et soient f,g les éléments de A définis par les conditions suivantes :
f(e2n) = €n, f(e2n+1) = Oag(€2n) = ng(€2n+1) =ep,n > 0. Vérifiez que f,g

forment une base du A-module 4A (!).
5.3.9

Soit p un nombre premier fixé et
Zp>®)={z€C:3In>1,2"" =1}

C’est un sous-groupe multiplicatif de C. Vérifiez que les seuls sous-groupes
propres de Z(p™) sont les sous-groupes finis de la forme {z € C : 2" = 1},
oun > 1, et déduisez alors que Z(p*°) est un Z-module indécomposable.

5.3.10

Soit M et f comme dans le lemme de Fitting et supposons M = My® M;
tel que M; est envoyé dans lui-méme par f, f| My est nilpotent, et f|M; est
un automorphisme de M;. Montrez que My = f~°°(0) et My = f>(M).

5.3.11

Soit K un corps et A ’ensemble des matrices carrées triangulaires d’ordre
n sur K du type

Montrez que A est un anneau local.

5.3.12

Soit A un anneau principal et M un A-module libre. Soit B une base
de M et N un sous-module de M. Pour x € M, disons x = Ajwy + ...+
Ann, \i € A, \; # 0,w; € B, posons supp(x) = {wi,...,w,} et appelons
cet ensemble le support de x.
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(a) Supposons X C N, X # 0, tel que X est linéairement indépendant
et (Bx) NN = (X),ou Bx ={w € B: 3z € X,w € supp(z)}, et
supposons aussi (X) # N.

—_
~—

Montrez que si z € N\(X), alors XU{z} est linéairement indépendant.
Soit

o
[\)
~

Zn ={z € N\(X) : supp(z)\Bx a cardinalité minimale}

Cn={X€ A:3z € Zn, X est coefficient d'un w € supp(z)\Bx}

Prenons A € Cy avec un nombre minimum de facteurs irréductibles et
un z = Mwy +. .. + Apwy, correspondant. Montrez que (Bxy;)) NN =
(X U {z}). (Aide : soit v € (Bxy(zy) NN, disons v = Mwy + ... +
ANwy, A, € A, w) € B; montrez que A doit diviser A}, disons \| = al,
et alors v — az € (X))

(b) Utilisez (a) pour montrer que N est un A-module libre.

Ainsi tout sous-module d’'un module libre sur un anneau principal est lui-
méme libre.

5.3.13

Soit M le Z-module ZN. Pour k € Z, k # 0, disons k = 3"kg, ou 3
ne divise pas kg, on définit v3(k) = n. Soit S le sous-module suivant, S =
{(l‘n)nzo €M :lim,_ s vg(xn) = +OO} U {(O)nZO}'

(a) Vérifiez que la fonction o((2,)n>0) = (3" 12,,)n>0 définit un homo-
morphisme injectif de Z-modules de M dans S.

(b) Vérifiez que S ne peut avoir de base dénombrable comme Z-module.

(c) Soit le sous-module 35S = {3z : € S}, alors le Z-module quotient
S/3S a une structure naturelle d’espace vectoriel sur Fg (le corps a trois
éléments). Montrez que S/3S possede une base dénombrable comme
espace vectoriel sur Fs.

(d) Déduisez de (b) et (¢) que S ne peut étre un Z-module libre.

N.B. Ainsi par le numéro précédent, le Z-module ZN n’est pas libre.

5.3.14

Soit A un anneau fixé. Tous les modules seront des A-modules a gauche.
Soit M un module fixé. On obtient un foncteur h™ :y M — AB, défini sur
les objets par hM (N) = Hom(M, N), avec sa structure naturelle de groupe
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abélien, et sur les fleches Ny 4, Ny par Papplication de Hom(M, Ny) dans
Hom(M, Ny) donnée par hM(f) = fg. Montrez que si M est un module
libre, alors le foncteur M transforme une suite exacte

0— Ny — Ny — N3 —0
en une suite exacte

0 — hM(Ny) — hM(Ny) — WM (N3) — 0

5.3.15

a) Montrez que si un module M est noethérien, alors tout endomorphisme
q P
de M qui est surjectif est un isomorphisme.

(b) Montrez que si M est un module artinien, alors tout endomorphisme
de M qui est injectif est un isomorphisme.

5.4 Polynoémes et corps

5.4.1

Soit K un corps et (K;);er une famille de sous-corps de K. Alors N;er K;
est un sous-corps de K.

5.4.2

Soit K7 un corps et K un sous-corps de Kj.

(1) Soit S une partie de K. Vérifiez que K (S) coincide avec le corps des
fractions de K[S], c’est-a-dire que

K(S):{Mn217x16S7f7g€K[X177Xn]7g(x177xn)#0}
1y---5dn

(2) Soit S, S’ des parties de K;. Vérifiez que K(SUS") = (K(9))(S') =
(K(5)(S).

(3) Soient S, S’ des parties de K. Vérifiez que K(SUS’) = (K(95))(S") =
(K(5)(S).
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5.4.3

Vérifiez que chacune des propriétés suivantes est équivalente a ce que le
corps K soit algébriquement clos.

(1) Tout polynéme non constant f € K[X] se décompose en facteurs li-
néaires.

(2) Les seuls polynomes irréductibles de K [X] sont les polynomes linéaires.

(3) Il n’y a pas d’extension algébrique propre de K, ou autrement dit la
seule extension algébrique de K est K lui-méme.

5.4.4

Vérifiez qu’en caractéristique zéro toute extension est séparable.

5.4.5

Montrez que le théoréeme des zéros entraine a son tour le corollaire 4.35.

5.4.6

Soit F, K, F' des corps tels que F' C K C E. Montrez que degtr(E/F)
est fini si et seulement si degtr(E/K) et degtr(K/F) sont finis et qu’alors
on a degtr(E/F) = degtr(E/K) + degtr(K/F).

5.4.7

Une extension de corps F/K est dite de type fini si il existe uq,...,u,
tels que E = K (u1,...,uy). Montrez que si E/K est une extension de type
fini, alors pour tout corps intermédiaire K C F' C E 'extension F'/K est de
type fini.

S

5.4.8

(a) Montrez que degtr(C/Q) = |C| (le cardinal de C).

(b) Soit B une base de transcendance de C sur Q. Montrez que toute
bijection de B peut étre prolongée en un automorphisme de C.

(c) Déduisez de (b) que le groupe des automorphismes du corps C a méme
cardinalité que le groupe des bijections de C.
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5.4.9

Soit une extension de corps E/K telle qu’il y a des aq,...,a, € E de
sorte que E = Klay,...,a,] = {f(a1,...,a,) : f € K[X1,...,X,]}. On a
ainsi un K-homomorphisme ¢ : K[X1,...,X,] — E tel que ¢(X;) = a;.
Soit P = ker(y) et K la cloture algébrique de K.

(a) Utilisez le théoréme des zéros de Hilbert pour montrer qu’il existe
ai,...,an € K tels que pour tout f € P, f(ay,...,ap) =0.

(b) Déduisez de (a) que E est K-isomorphe & Koy, ...,a,] et que E/K
est une extension algébrique.

5.4.10

Considérons ’homomorphisme canonique
RYDIX)/(X? —Y) = (R(Y)[X]/(X* ~Y)

qui est injectif. Vérifiez que tout élément du corps (R(Y))[X]/(X2—Y) peut
s’écrire comme quotient de deux éléments de I'image de v. (Ainsi le corps
des fractions de R[X,Y]/X? —Y) est R-isomorphe & R(Y)[X]/(X? - Y)).

5.4.11

Soit Q la cloture algébrique de Q dans C. Pour f € Q[X], on a le corps
de rupture Q¢,Q C Qf € Q. On dira qu'une extension K/Q, K C Q, est
résoluble si tout élément de K est racine d’au moins un polynome résoluble

f € Q[X].
(a) Soient f,g € Q[X] tels que g est irréductible et posséde au moins une

racine dans Q. Montrez que toutes les racines de g sont déja dans Qy.
(Aide : considérez Gal(Qy,/Q))

(b) Montrez que si f € Q[X] est résoluble, alors Qf/Q est une extension
résoluble.

(¢) Montrez que si z,y € Q appartiennent & des extensions résolubles,
disons z € K,y € L, alors x + y, xy appartiennent a une extension
résoluble. Déduisez alors que

Qr = U{K : K/Q est une extension résoluble}

est un sous corps de Q (c’est ’extension résoluble maximale de Q).
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5.4.12

Montrer qu’il existe un polynéme rationnel non nul
h(X1, X2, X3, X4, X5)

tel que les coefficients a; de tout polynéme unitaire de degré 5 non résoluble
donné par la construction de Brauer sont tels que h(aq,ag, a3, aq,as) = 0.
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