MAT7600 ALGEBRE AUTOMNE 2015

Feuille d’exercices 6

Exercice 1. Soit M un R—module a gauche.
a. Montrer que O - m = 0y, pour tout m € M.
b. Montrer que r - 03y = 07 pour tout r € R.

c. Montrer que (—1g) - m = —m pour tout m € M.

Exercice 2. Soit M un R—module a droite. Soit a € R et m € M non-nul tels que m-a = 0.
Montrer que a ne possede pas un inverse a droite (c’est-a dire, il n’existe pas de b € R tel
que ab = 1g).

Exercice 3. Soit R et S deux anneaux et ¢ : S — R un morphisme d’anneaux. Si M est un
R-module a gauche, montrer que M est aussi un S—module a gauche si 'on définit

s-m=¢(s)-m
pour tout s € S et pour tout m € M.

Exercice 4. Soit N, N’ deux sous-modules d’'un R-module M.
a. Montrer que N N N’ est un sous-module de M.
b. Montrer que N + N'={n+n’':n € N,n’ € N'} est un sous-module de M.

Exercice 5. Soit f : M — M’ un morphisme de R—modules a gauche.
a. Montrer que ker(f) ={m € M : f(m) = 0} est un sous-module de M.
b. Montrer que im(f) = {f(m) | m € M} est un sous-module de M.

c. Soit U’ un sous-module de M’. Montrer que f~(U’) est un sous-module de M.

Exercice 6. Soit f : M — N un morphisme de R—modules a gauche et K un sous-module
de M tel que K C ker(f). Montrer que la correspondance

f:M/K — N
m+K +— f(m)

est un morphisme de R—modules. (Il faut aussi montrer que f est bien défini.)

Exercice 7. Soit R un anneau intégre (c’est-a-dire, R est commutatif, R est unitaire, et si
a,b € R sont non nuls, alors ab est non nul). Pour un R—module a gauche M, on définit

Tor(M) ={m € M : il existe a € R non-nul tel que a - m = 0}.

a. Montrer que Tor(M) est un sous-module de M.
b. Soit ¢ : M — N un morphisme de R—modules. Montrer que ¢(Tor(M)) C Tor(N).
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Exercice 8. (Propriété universelle de ker(f)) Soit f : M — N un morphisme de R—modules.
On montrera que le noyau K de f est uniquement déterminé par la propriété suivante :

(i) il existe un morphisme de R—modules ¢ : K — M tel que fol =0; et

(ii) si ¢’ : K’ — M est un morphisme de R—-modules tel que f o ¢’ = 0, alors il existe un
unique morphisme de R-modules u : K/ — K tel que ¢/ = { o u.

Exercice 9. Soit M un R-module a droite et X C M un sous-ensemble quelconque. On
définit I'annulateur Anng(X) de X dans R comme étant I’ensemble

Anng(X)={a€ R:2-a=0 pour tout z € X}.

a. Montrer que Anng(X) est un idéal a droite de R.

b. Montrer que si X est un sous-module de M alors Anng(X) est un idéal bilatere de

R.
c. Montrer que M admet une structure naturelle de R/ Anng(M )-module (& droite).

d. Un module M est dit fidéle si Anng(M) = 0. Montrer que tout R—module M est
fidele en tant que R/ Anng(M)-module.

Exercice 10. Soit M un R-module a droite. Montrer que M est simple ssi pour tout m € M
non-nul, on a que M = {m-a:a € R}.
Exercice 11. Soit R un anneau commutatif.

a. Soit M un R-module. Montrer que Endg(M) est un R-algebre.

b. Montrer que Mat,,.,(R) est un R-algebre.

Exercice 12. Soit R un anneau integre et I un idéal (a gauche) principal non nul de R.
Montrer que I = R en tant que R—-modules.

Exercice 13. Soit R un anneau commutatif et I et J des idéaux de R. Montrer que l'on a
un isomorphisme de R-modules [ - (R/J) = (I + J)/J.

Exercice 14. Montrer que tout R-module est isomorphe a un quotient d’'un R-module libre.

Exercice 15. Soit N un sous-module d’'un R-module M. Montrer que si M/N et N sont
de type fini, alors M est de type fini.

Exercice 16. Soit N un R-module et M un R-module monogene.
a. Montrer que M = R/I, ou I est un idéal a gauche de R.
b. Montrer que Homg(M,N) = {n € N : an = 0 pour tout a € I}.
c. Pour a,b € Z, montrer que Homgy(Z/aZ,Z/bZ) = 7] pged(a, b)Z.

Exercice 17. Soit R un anneau commutatif, M un R—module et a € R un élément nilpotent.
Montrer que aM est un sous-module de M. Montrer que aM = M ssi M = 0.
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