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Exercice 1.

Soit R un anneau commutatif et N et M deux R-modules. L’ensemble

HomR(N,M) =
{
f : N →M

∣∣∣ f est un morphisme de R-modules
}

est un R-module, où :

(f + g)(a) = f(a) + g(a) et (rf)(a) = r f(a)

pour tous f, g ∈ HomR(N,M), a ∈ N et r ∈ R.

Soit R un anneau commutatif. On pose EndR(R) = HomR(R,R).

a. Montrer que l’application de ψ : HomR(R,M)→ M définie par ψ(f) = f(1R) est une

isomorphismes de R-modules à gauche, où 1R est l’unité de R.

b. Montrer que l’application ϕ : R → EndR(M) définie par ϕ(r) = r IdM est un mor-

phisme d’anneaux, où IdM est l’application identité sur M .

Exercice 2. Soit A,B,C des objets d’une catégorie C qui admet des coproduits (noté t).

Montrer que HomC(A tB,C) est un produit pour HomC(A,C) et HomC(B,C).

Exercice 3. Soit B
f−→ A et C

g−→ A deux morphismes d’une catégorie C. On dit que(
D, D

α−→ C, D
β−→ B

)
est un produit fibré de f et g si g ◦ α = f ◦ β et si

pour tout objet X et morphismes X
α′
−→ C et X

β′
−→ B tels que g ◦ α′ = f ◦ β′,

il existe un unique morphisme Θ : X −→ D tel que α′ = α ◦Θ et β′ = β ◦Θ.
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Soit
(
D, D

α−→ C, D
β−→ B

)
un produit fibré des morphismes f et g dans une catégorie C.

Montrer que si f est un monomorphisme, alors α est un monomorphisme.
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