MAT7600 ALGEBRE AUTOMNE 2020

Devoir 3
a remettre le 1 décembre 2020

Exercice 1. Soit F': € — D un foncteur plein et fidele.
a. Si f est un morphisme dans € tel que F'(f) est un isomorphisme dans D, montrer que

f est un isomorphisme.

b. Si X et Y sont des objets dans C tels que F(X) et F(Y) sont isomorphes dans D,
montrer que X et Y sont isomorphes dans C.

Exercice 2. Soit C une catégorie et A, B € Obj(€). Montrer que si A et B sont isomorphe,
alors il existe un isomorphisme naturel entre les foncteurs Home(A, —) et Home(B, —).

Exercice 3. Soit M un R-module, L un R-module libre et M < L un épimorphisme.

a. Montrer qu’il existe un morphisme de R-modules L Lo M tel que go h = 1Idy.

b. Montrer que M = ker(g) @ L. (indice: montrer que M = ker(g) & im(h))

Exercice 4. Soit M un R-module et f: M — M un morphisme de R-modules.

a. Montrer que si M est artinien et f est injectif, alors f est un isomorphisme.
(indice: Considérer im(f),im(f?),im(f3),...)
b. Montrer que si M est noethérien et f est surjectif, alors f est un isomorphisme.
(indice: Considérer ker(f), ker(f?),ker(f3),...)
c. En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes pour tout endomorphisme
f € Endg(M) d’un module M noethérien et artinien.
(i) f est surjectif;
(ii) f est injectif;
(iii) f est un isomorphisme.
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