MAT995H SEMINAIRE DE COMBINATOIRE HiveEr 2014

Devoir 1

a remettre le 3 mars 2014

Exercice 1. Soient L un treillis fini et K un corps. L’algebre de Mébius de L, notée Mobg (L),
est I'algebre de monoide de (L, V) sur K. (Autrement dit, Mébg (L) est le K—espace vectoriel
a base L et avec produit obtenu par extension bilinéaire de 1'opération V.)

Pour X € L, on pose

ox = Y puX,Y)Y € Mobg(L),
Y>X
ou y est la fonction de Mobius de L.
a. Montrer que X = ZYZX Sy pour tout X € L.
b. Montrer que {sx : X € L} est une base de Mébg(L) en tant que K-espace vectoriel.
c. Soient XY € L. Montrer que
(1) SxSx =Sx;

(i) sxsy =0si X #Y;

(#11) 3 yepsx = 0 (Iunité de 'algebre).

(iv) Mobg(L)sx est un Mobg (L)—module indécomposable.
d. Montrer que Mébg (L) = @ v, spang{sx} (somme directe d’algebres).

Exercice 2. Soient A un arrangement d’hyperplans dans V' et £ son treillis d’intersection.
Pour X € £ on définit Ay ={H € A: X C H}.

a. Montrer que X <Y dans £ ssi Ay C Ay.

b. Montrer que le treillis d’intersection de ’arrangement d’hyperplans Ax est isomorphe
a l'intervalle [V, X| du treillis L.

c. En déduire que pux(U,U’") = uw(U,U’), ot ux et u sont les fonctions de Mébius de Ay
et A, respectivement.

Exercice 3. Soit Compj, le monoide de compositions de [n].

a. Montrer que
M = {[By, B, ..., B € Compy, : |B;| <2 pour tout i € [I]}

est un sous-semigroupe de Compy, qui est stable pour 'action de Sj,.

b. Calculer le nombre d’orbites pour 'action de S, sur M.
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Exercice 4. Soit Compj, le monoide de compositions de [n].

a. Montrer que
M = {[317327 B e Comp L |Bi| = |Bs| = = [Bi1| = 1}

est un sous-monoide de Compy,; qui est stable pour I'action de 5,,.
b. Calculer le nombre d’orbites pour 'action de S, sur M.

c. Soit QM Talgebre de monoide de M. Montrer que les éléments de QM invariants pour
I’action de S,, forment une sous-algebre commutative de QM.

Exercice 5. (Voir la Feuille d’Ezxercise 8 pour plus d’informations.) Soient G = (V, E') un
graphe fini simple a sommets V' = {1,2,...,n} et Mg un monoide engendré par des éléments
91,92, - - -, gn tels que gig; = gj9; si {i,j} € E. On définit un ordre sur les éléments de M; :

s <t ¢'il existe un élément u € Mg tel que su = t.

Soit Ng(aq,as,...,a,) le nombre d’éléments de Mg possédant exactement a; copies de g; ;
la fonction génératice de Ng(ay,as, -+ ,a,) vérifie

Z Z Z Ng(al,az, RN/ )x‘flx‘212 .. -gzn = Z(—l)rﬂjilll'ig T )

a120a22>0 an >0 "

ou la somme & droite porte sur (iy,is,...,%.) tel que 1 < 43 < iy < -+» < 4. < n et
Gia iy, = 93,9i, poUr tout a,b € [r].

a. Soit G le graphe vide & n sommets (i.e., G ne possede pas d’arétes). Montrer que

ar+as+---+a, 01 402 “ 1
SIS |
ai, g, . 1—(1’1++l’n)

a1>0a2>0 an=>0

b. Soit G le graphe complet a n sommets. Montrer que

a1 .02, an_ 1
2 D ) e o) —a0) (-2

a1>0as>0 an=>0

c. Soient G un cycle a n > 4 sommets. Montrer que

Z Ng(ay,ag, ... a,) =n!l+ 1.

a;€{0,1}
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