MAT995H SEMINAIRE DE COMBINATOIRE HiveEr 2014

Devoir 2

a remettre le 9 avril 2014

Exercice 1. Soit d,, le nombre des bijections o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} tel que (i) # i
pour tout i € {1,2,...,n}. (Une telle bijection est appelée dérangement.)

a. Montrer que

n!l = Z (n) dy—; pour tout n > 0
J

§=0
d, =(n —1)(dp_1 + d,_2) pour tout n > 2
d, =nd,_ 1+ (—1)" pour tout n > 1
b. La fonction génératrice exponentielle d'une suite ag, a1, as, as, ... est la série formelle
o
>
“—~ nl
Par exemple, e* est la fonction génératrice exponentielle de1,1,1,..., care® =) #a:"

Montrer que la fonction génératrice exponentielle des nombres d,, est

o

D

' =

—~ nl 11—z

c. Montrer que, pour tout n > 0,
dy, 1 1 1 ol
P TR TRl TR s

Exercice 2. Soit A € Mat,,(R) une matrice irréductible telle que A > 0. Montrer que
(I, + A" 1 > 0.
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Exercice 3. Soit F le monoide de compositions de {1, 2,3} et C 'ensemble des compositions
en singletons. On définit une mesure de probabilité {p, }.cr par

2 1 3 1
Pty =50 Plespil = 730 PU0sN = 10 PUOshen = 5

et p, = 0 sinon.

a. Calculer la matrice de transition de la chaine de Markov sur C induite par {p,}.cr.

b. Calculer directement (par exemple, avec Sage ou Maple) et a I'aide du théoreme de
BHR les valeurs propres (et les multiplicités) de la matrice de transition.

c. Calculer la loi stationnaire de la chaine de Markov.
d. Soient RF l'algebre de monoide de F a coefficients dans R et

p:pra:ER]:.

rEF
Montrer que 'application

RC — RC

a — pa

est une transformation linéaire et calculer explicitement la matrice de la transformation.

e. Calculer des idempotents orthogonaux {ex }xer C RF tels que

P = Z )\XeX.

XeLl

f. Trouver une base de RC dans laquelle la matrice de transition est diagonale.

Exercice 4. Soit {px} XeCompy,, Une mesure de probabilité qui est invariante pour l'action
de S, : c’est-a-dire, pour tout X € Compy, et pour tout o € S, on a que p,.x = px. Soit
T la matrice de transition de la chaine de Markov induite par la mesure {px} X€eCompy, -

a. Montrer que les espaces propres de T' sont des S,,—modules. Préciser I'action de S,,.

b. Calculer le caractere du noyau de la matrice de transition de la chaine de Markov
induite par la mesure suivante sur Compyy;.

6’

{1 si X = [X1, Xs] avec | X1| = | Xs| = 2,
Px = .
0, sinon.
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