
MAT995H Séminaire de combinatoire Hiver 2014

Devoir 2
à remettre le 9 avril 2014

Exercice 1. Soit dn le nombre des bijections σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} tel que σ(i) 6= i
pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}. (Une telle bijection est appelée dérangement.)

a. Montrer que

n! =
n∑
j=0

(
n

j

)
dn−j pour tout n ≥ 0

dn =(n− 1)(dn−1 + dn−2) pour tout n ≥ 2

dn =ndn−1 + (−1)n pour tout n ≥ 1

b. La fonction génératrice exponentielle d’une suite a0, a1, a2, a3, . . . est la série formelle

∞∑
n=0

an
n!
xn.

Par exemple, ex est la fonction génératrice exponentielle de 1, 1, 1, . . . , car ex =
∑

n
1
n!
xn.

Montrer que la fonction génératrice exponentielle des nombres dn est

∞∑
n=0

dn
n!
xn =

e−x

1− x
.

c. Montrer que, pour tout n ≥ 0,

dn
n!

= 1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!
.

Exercice 2. Soit A ∈ Matn×n(R) une matrice irréductible telle que A ≥ 0. Montrer que
(In + A)n−1 > 0.
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Exercice 3. Soit F le monöıde de compositions de {1, 2, 3} et C l’ensemble des compositions
en singletons. On définit une mesure de probabilité {px}x∈F par

p[{1},{2,3}] =
2

5
, p[{2,3},{1}] =

1

10
, p[{2},{1,3}] =

3

10
, p[{1,3},{2}] =

1

5
,

et px = 0 sinon.

a. Calculer la matrice de transition de la châıne de Markov sur C induite par {px}x∈F .

b. Calculer directement (par exemple, avec Sage ou Maple) et à l’aide du théorème de
BHR les valeurs propres (et les multiplicités) de la matrice de transition.

c. Calculer la loi stationnaire de la châıne de Markov.

d. Soient RF l’algèbre de monöıde de F à coefficients dans R et

ρ =
∑
x∈F

px x ∈ RF .

Montrer que l’application

RC → RC
a 7→ ρa

est une transformation linéaire et calculer explicitement la matrice de la transformation.

e. Calculer des idempotents orthogonaux {eX}X∈L ⊆ RF tels que

ρ =
∑
X∈L

λXeX .

f. Trouver une base de RC dans laquelle la matrice de transition est diagonale.

Exercice 4. Soit {pX}X∈Comp[n]
une mesure de probabilité qui est invariante pour l’action

de Sn : c’est-à-dire, pour tout X ∈ Comp[n] et pour tout σ ∈ Sn, on a que pσ·X = pX . Soit
T la matrice de transition de la chaine de Markov induite par la mesure {pX}X∈Comp[n]

.

a. Montrer que les espaces propres de T sont des Sn–modules. Préciser l’action de Sn.

b. Calculer le caractère du noyau de la matrice de transition de la chaine de Markov
induite par la mesure suivante sur Comp[4].

pX =

{
1
6
, si X = [X1, X2] avec |X1| = |X2| = 2,

0, sinon.
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