MAT995H SEMINAIRE DE COMBINATOIRE HiveEr 2014

Feuille d’exercices 2

Exercice 1. Soit ¢ une permutation dans S,. Pour tout ¢ € [n], on définit I;(0) comme le
nombre de j € [n] tel que j se trouve a gauche de i dans o et j > i :

Li(o) = ] (el o7'(j) <o (i) et j > i} )
Montrer que I'application

S, N {(a1,a2,...,a,):0<a; <n-—i}
o +— I(o) = (L1(0),Is(0),...,I,(0))

est une bijection.

Par exemple, si 0 = 417396285, alors
[1(0): |{4}’:17 IQ<O):|{477737976}|:57 ]3<0): |{477}|:27

et 1(417396285) = (1,5,2,0,4,2,0,1,0).

Exercice 2. Une descente d'une permutation o € S, est un élément ¢ € [n — 1] tel que
o(i) > o(i+1). Soit

des(o)={ien—1]:00) >0o(i+1)}.

a. Montrer que le nombre de permutations o € S, tel que des(c) C T est

n
t1,le —t1,t3 — o, ..., m — 1y

oul <ty <ty<---<tp<n-—1sont les éléments de T

b. Montrer que le nombre de permutations o € S, tel que des(c) = T est

> (e ' -
ti17ti2 _ti17ti3 — ti2, e ,n—tik

1§i1<i2<"'<ij§k

c. Montrer que le nombre de permutations o € S,, tel que des(c) = T est le déterminant
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Exercice 3. Montrer que le énoncés suivants sont équivalent.

a. f:[n] — [n] est une fonction de stationnement.

b. |f~Y([5])| > j pour tout j € [n].

c. (f(1),f(2),...,f(n)) possede i termes plus grand ou egal a n — i, pour tout i.

d. Si (by,bg, ..., by,) est le réarrangement de (f(1), f(2),..., f(n)) tel que by < by < -+ <
by, alors b; < i pour tout i € [n].

e. (f(1)—=1,f(2)—1,...,f(n)—1) est une permutation de I(o) pour une certain o € S,,.

Exercice 4. Dessiner I'essentialisation de 'arrangement Shis et étiqueter les régions selon
I’étiquetage de Pak et Stanley.

Exercice 5. Dessiner 'essentialisation de ’arrangement Shiz et étiqueter les régions selon
I’étiquetage de Athanasiadis et Linusson.

Exercice 6. Vérifier que les deux applications de Athanasiadis et Linusson définies en classe
sont des bijections réciproques.

Exercice 7. Dessiner 'essentialisation de I'arrangement Shis et étiqueter les régions selon
la version suivante de I'étiquetage de Athanasiadis et Linusson : on ajoute un arc entre 7 et
Jssix; —x; <1 (aulieu de z; —z; > 1).

Exercice 8. Une fonction de stationnement f : [n] — [n] est dite premier si pour tout
1 < j <n-1,la cardinalité¢ de f~'([j]) est au moins j + 1. Montrer que le nombre de
fonctions de stationnement premier f : [n] — [n] est (n — 1)"L.

Exercice 9. Soient G = Z/(n+ 1)Z x Z/(n+ 1)Z x --- x Z/(n + 1)Z (n copies) et H le
sous-groupe de G engendré par (1,1,...,1).

a. En identifiant une fonction de stationnement f : [n] — [n]| de longueur n avec I’élément
(f(1), f(2),..., f(n)) de G, montrer que toute classe d’équivalence dans G/H contient
une et une seule fonction de stationnement.

b. En déduire que le nombre de fonction de stationnement de longueur [n] est (n+1)""1.

Exercice 10. Soit A un arrangement d’hyperplans dans R" tel que les equations des hyper-
plans H € A sont a coefficients dans Z. Pour un nombre premier p, on note A, I’arrangement
d’hyperplans induit par A dans 'espace vectoriel (F,)". Montrer que si p est un nombre pre-
mier suffisamment grand, alors

xalp) =

Fr\ U H‘

HeA,

ol x4 est le polynome caractéristique de A.
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